Pazmany Péter Katolikus Egyetem
Bolcsészettudomanyi Kar
Szociologia Intézet

Matematikai statisztika 1
(BBNSZ01201)



LINEARIS ALGEBRA



MARX KAROLY KOZGAZDASAGTUDOMANYI EGYETEM

Dr. Halmai Erzsébet — Dr. Krekd Béla

LINEARIS ALGEBRA

KEZIRAT
17. valtozatlan kiadas

TANKONY VKIADO, BUDAPEST, 1989




LINEARIS ALGEBRA

atrixpolin

Szamolas blokkokra bonto

&4
Lh
wwvakorlati a 17z asok
ANy L S £ K«S[._)l\
8N
L LIS S o ataie el s e

i vektorok halm

e ® @ o ¢ @ & o @

alkalmazasai .




2. A linearis térrol

2.1. Az n-elemi vektorok halmaza

A kovetkezokben a specidlis matrixok kézt bevezetett n-elemii vektorokkal
foglalkozunk.

Mivel egy vektor komponensei biarmely valés értéket felvehetnek, nyilvan-
val6é, hogy végtelen sok n-elemii vektor van. Ezek szerint az n elemii vektorok
osszessége végtelen halmaz.

Az n-elemii vektorok halmazat a kovetkezdkben Ln szimbélummal jeloljik,

ahol n a vektorok komponenseinek sziamara utal.
A halmazokrdél tanultak szerint ha

sel

n

akkor az a egy n-elemii vektort jelent.
Az el6zGekben megismert osszefiliggések alapjan az L. halmaz az alabbi
S 2 3 n
tulajdonsagokkal rendelkezik:

\

a) Az L. halmaz elemei koz6tt értelmezve van mind az 6sszeadas, mind
n
pedig a skaldarral valé szorzis miivelete.

Ez annyit jelent, hogy két n-elemii vektor Gsszege, n-elemii vektornak barmely
skalarral alkotott szorzata ugyancsak n-elemii vektort ad eredményiil.

A most megfogalmazott két dllitdst matematikai szimbélumokkal igy rog-
zithetjik:

a_eEL = a +32€L
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Ezekbol az is kovetkezik, hogy az L. elemeinek barmely linedris kombi-
n

nacidja ugyancsak eleme az L. halmaznak, amit roviden igy irhatunk fel:
n




b) Az n-elemii vektorok 0sszeadisira és skaldrral valé szorzasira érvé-
nyes mind a kommutativitds mind az asszociativitis, mind pedig a
disztributivitas.

Kozelebbrdl vizsgidlva ezeket a tulajdonsigokat ez azt jelenti, hogy a tet-
szolegesen kivalasztott

kommutativitas

asszociativitas

disztributivitas

c) Az L _-nek van nulla eleme is: az n-elemii nullvektor, amelyre nézve
n

barmely ale L vektor esetén érvényes az
= n

azonossag.

d) Minden ale L elem eleget tesz az
= n

1 =0
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egyenlOségnek, vagyis az L. halmaz biarmely eleméhez tartalmazza an-
» ; n

nak ellentett ét.

Ha a fenti tulajdonsdgokat tekintjilkk, konnyii belatni, hogy ezeknek nemcsak
az n-elemii vektorok tesznek eleget, hanem pl. az n-edrendii matrivok is.
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altér onmagaban is linearis teret képez.

2. Tétel: Az L.
Bizonyitds: Annak beldtdsdra, hogy L’ altér lineiris tér, ki kell mutatnunk,
hogy L’ halmazra teljesiilnek a linedris térre kikotott feltételek.

a) legyen 3] két tetszdleges eleme az L’ -nek, azaz teljesiiljon az

8., 8, €L’ feltétel. E feltétel szerint taldlhaté olyan X és x_ vek-

tor, amelyre nézve

ami azt jelenti, hogy

S, %@AxX)=A (e x),

ami szerint
ots. € L°.
-l
Igy az L’ halmaz elemei kozott értelmezve van mind az osszeadas, mind

pedig a skaldrral valé szorzis.

b) Abbéla ténybol, hogy L’ részhalmaza L -nek, kovetkezik, hogy az L

: oo 2 - 1 . el - il -
vektorainak Osszegére és skaldrral vald szorzsidra nézve érvén
kommutativitds, az asszociativitds és a disztributivitis.

c) S mivel x = 0 esetén

S =

vilagos, hogy az L’ is tartalmaz nullelemet, azaz







1. Példa: Hatdrozzuk meg az e, &, €L, vektorok 4ltal generilt alteret. A

L J

generilé vektorokhoz tartozé A métrix

ahonnan

\

L’ :-'{53_ j:'ﬁxg

Az L', teh4t mindazon hdrom-elemii vektorokat tartalmazza, amelyek

harmadik komponense zérus.

és harmadik komponense zérus.
hogy az L tér vektorait a kozonséges lemben vett tér pontjai

zemléltethetik.

vektor geometriai képét a térbeli koordinita-rendszer felvétele esetén a kdvetke-

76 médon 4brazolhatjuk:
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Ennek

orok ilyen értelmii 4brizolasa lehet
zemléltetésre.

n

tuk nevezni, mig az 1.’ bedgyazott altér
L

z0 tér is lehet alterée, még pedig valédi altere

4 2 e

ehat altérrol beszél , valéjdban mindig eleve feltételeziink egy beé -

O

Amikor t
gyazd linearis teret.
Az

P ,‘%1 ’

definici6val adtuk meg. Konnyen észrevehetjiikk, hogy ezen '"‘vektorok rendsze-

re'' egyidejiileg g egy alteret generéil még pedig a vektorekhoz tartozé mé
rix sorvektorai 4ltal kifes tt alteret, amit igy defis

s U~

»®

3

P

* : e X oot .
ahol y vektor komponensei is tetszésszerinti valéss

Ezek szerint valamely adott A méatrixszal kapcsolatban mindig két altér-
rol beszélhetiink:

az oszlopvektorok 4ltal generilt altérrol

és a sorvektorok 4ltal generilt altérrdl.

Az elsdt az A métrix oszlopvektorterének, a mésodikat pedig az A méatrix
sorvektorterének nevezziik.

-

% Vektorrendszeren mi mindig valamely, linedris tér vektorainak véges
halmazit fogjuk érteni.
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egyenldség adédik. Ez az Osszefliggés pedig akkor és csak akkor teljesiilhet, ha
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delkezésiinkre.
Ha azonban az




edris kombinéciét tekintjiik, ame

s

4

e
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L
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vektorhoz vezet, mar nemcsak a triv
Mivel a kapott vektor elsG komponense ¢
ez a linedris kombindcié minden olyan

a

2 - 4 ey . 4 B o 1.4
a linedrisan fiiggetlen vekt

P

megfogalmazhatjuk:

b § =




a, s +.., & vektorok csak zérus skaldr szorzdékkal
' n. TR

24ris kombindciéval 4llitjdk elo a nullvektort, az ORI PO vek -
—]J =2 =k

képeznek, ellenkezo esetben azt mondjuk,

vektorok pedig lineArisan fiiggd vektorok.

oyv4bbiakban az 1. valamely a,, R &k vektorrendszerének vizs -
n — e =~

elsodleges lesz annak eldontése, hogy a kérdéses vektorok lineirisan
getlenek-e vagy nem.

bevezetett uj fogalommal kapcsolatban tekintsiik a kovetkezo édllitdsokat:

vektorok kozott a nullvektor is szerepel, akkor

o

fiiggd rendszert alkotnak.

0, akkor az
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n 1
z elso r vek

jezhetoa tobbi vektor linedris kombi -

r, vagyis a rang nem valtozott. Itt is indirekt mé6-




vektorrendszer minden v

ineadris kombinici
Tekintsiik az

r-1 fiiggetlen vektort, akkor a maradékrendszer vektorait elg4llité linedris kom.

binaciék:




£+
dal

iindulé feltételiink helytelen volt, teh

ottunk,
ha a_ eloallithatd, akkor annak elhagydsa utdn a mara-

ik az eredeti vektorok rangjaval.

»en konnyen beldthat6é az is, hogy ha az

vektorrendszerbol a , vektort elhagyva az

S Sigin a
oy ¢

iltozik, akkor az a_ eld4llithaté a tobbi linedris

&

k¢

renaszert K










aholaz x_, x_, ..., X skaldrok egyértelmilen meghatiarozottak.

! der Bl

Megjegyzés: A

linedris kombindciéban az

skaldrokat a ¢ vektornak a

e 1 |

bazisvektorokra vonatkoz6 koordinatainak nevezziik.

} inyitsuk figyelm
szerinti vizsgéllatara.

A beldliik képzett

8.+ x

=1

inket az n-elemii vektorok terének ez uj szem-

€. i o .
24 n =n

egyenlet csakis trividlis médon oldhaté meg. Ez az
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ban rovid irdsmoédja az

linedris kombinidciénak.

b) Az elmondo
zott bazist tLl

rrendszer rangjaval.

Mivel a vek .,om*uhd zer minden vektora benne fekszik a
i ér dimenziéja legaldbb akkora, mint 2

6, az alteret generild v:eki,oro}; linedris kom-

i6jaként, amibcl viszont } ovetkezik, hogy a kérdéses dimenzié legfeljebb
mint a rang. E két u;m pedlg egyidejlileg csak akkor allhat fenn, ha az
egegyezik az altér dimenzi6javal.

2.5. Matrixok rangja

Az eddigiekben az

v ={s|s=ax} e r={r|z*-y"a]

alterekrol volt sz6, ahol L’ valamely adott A métrix oszlopvektorterét, L'’ pe-
dig sorvektorterét jelolte. Mivel a linedris térnek s igy az altérnek is legfonto-

L 24)



1 az oszlopvektorokbél alkotott vektorrendszer

e
A

2

P orokbél alkotott vektorrendszer rangja r_, akkor az A
:

oszlopvektoraibdl ki tudunk vilasztani r_ linedris fliggetlen vektort, amelyek

i

t alkotnak az oszlopvektortérben. A beldlilkk felépithetd n. r. tipusu

elsG rangtételbol kovetkezik, hogy az A minden

matrix oszlopvektorainak linedris kombiniciéja -

szimbélumokkal jelsljiik,

i
koz6 koordinitiit jelentik. (i=1,2,...,k)
Ennek megfelelden

ahol az x, komponensei az a_ vektornak a 31 4ltal meghatiarozott béizisra vonat-
<4 s

A=[B x. B x, ..., B x]







bizonyitottuk.

ktorterének ill. oszlopvektorterének dimenzi6jit meg-

zzik, s a

szimbél
Tekint:

’

amelyben az N és e,

. 2 . »” e RS £
isan fliggetlenek és az [5§ 12} ezek linedris kombindci -
©(A) = 2.

gegyezik az oszlopvektoraibél,

£

rok szAmaét.

2 kisebb, mint sorainak (ill. o
rixnak, ellenkezd eset

métrixokat.

pelhet a fliggetlen vektorok kozt. A B métrix viszont nem-szinguléris, mert
mutathaté, hogy ©(B) = 2, ami megegyezik a sorok sziméval.










gegyenlotl

tasnil azt a tényt haszniljuk fel, hogy b

o

-~ X 8) = 0 egyenldtlensé
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5. 2
|8l A -2(

Ez azt jelenti, hogy a bal oldalon 4116, a A skaldrra nézve masodfoku ]
fejezés negativ értéket nem vehet fel. Ez csak ugy lehetséges, ha ennek a A

ban méisodfoku kifejezésnek a diszkrimininsa negativ vagy zérus.
A diszkriminans most
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