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3.4. Egy specialis faktorizaci6

Azt az eljarist, amelynek révén egy adott matrixot métrixok szorza-
tira bontunk fel, faktorizdciénak nevezziik,

A legegyszeriibb ilyen tényezokre bontés az

A

:“{3}_'

alaku felbont4s, amellyel mar taldlkoztunk,

A matrixok rangjinak numerikus meghatdroz4s4nal felhasznélt médszer
alapjan egy speciélis faktorizdciéhoz juthatunk.

o . os . ”_r . 2

T'ekintsiik ugyanis az elozo pontban vizsgélt
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métrixot, A szdmitdsok szerint tudjunk, hogy a métrix rangja 2 és a matrix
oszlopvektorterében az a; és ag vektorok bézist képeznek. Ennek alapjin az

A métrix oszlopvektorterének birmely vektora elG4llithaté ezek line4ris kombi-
nici6jaként, igy az A oszlopai is, Ha -bevezetjiik az
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yontdshoz jutunk.
A felbontis helyességét ellendrizziik itt is!
8 fa

Ha az } matrix elozo

ktorizédcidiban a mésodik tényezot Ao szimbélum -

mal jeldljiik, akkor

Bizonyitas

nem m\u:\bieihomés ezért nem te

A=A_u As

— -1
s

fel a tényezokre bontéist. Amint mar megéallapitottuk,
opvektorai bézis4t alkotjdk az A oszlopvektorterének.
ok rangjira adott definicié szerint -, a masodik tényezo
Ezért ezt a fakto-
11

sorvektr)rte*énel«: alkotjék Qg‘v bazisat,

kintjiik speciilis faktoriziciénak.
uk:

-

Osszefligg mintajara faktorizdlhaté, ahol Ey egy r-rendii egység-
mAitrixot j Iem Maga a'z[}“r, D]ommbolum olyan maétrixot jelent,
ame ‘ync& elsG r oszlopvekiora megegyezik E E,. oszlopvektoraival,
tovabbi oszlopvektorai pedig azonosak a 15 oszlopvel\:torai\'a_].,,

A bemutatott numerikus példdk alapjdn az 4llitds kézenfekvs. Ha
ugyanis




S mivel az é] oszlopvektorai bizisit alkotjdk A oszlopvektorterének,
kell lenni olyan :

9 d ’ e o 0 0 . d
gr+1 =1 +2 eTn

vektoroknak, hogy teljesiiljenek az

egyenloségek is.
Ezek szerint
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Tétel: Az M konvex halmaz,

1
i
Ao

Bizenyités: A feltétel szerint ugyanis az M-nek van legaldbb egy eleme, Ha tobb
torténetesen nincs, akkor 4llitdsunk méris bizonyitott, hiszen az egyetlen pont-
b6l 4116 halmazt is konvex halmaznak tekintjiik.

Ha az M-nek tobb eleme is van, M konvex voltét a kivetkezoképpen 14t-

hatjuk be.
Legyen pl. x4 is és egy tole kiilonboz0 X, i8 eleme az M-nek, azaz telje-

siiljon mind az

X
= w1

mind az

X9

egyenloség, Majd irjuk fel az x, és X, pontok 4ltal meghatarozott (X;, Xo)
szakasz egy tetszoleges

+(1‘%) "'X;"Z’

As 1




vektort és vizsgiljuk meg, hogy eleme-e az M halmaznak. E végbdl irjuk fel
az

Ax-Alx rtb]=4A [x +4 x -x,)]

Osszefliggést,

ahol a miiveleti szabélyoknak megfelels eljards &s az adott fel -
tétel szerint
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at6, ahol Aj oszlopvektorai megegyeznek az
] zgetlen) oszlopvektoraival.
oszlopvektorai az A oszlopvektorterének egyik bazisat alkotjék,
a kompatibil kovetkeztében b felirhat6

alakban. Meggondol4sainkat felhasznélva az A x = b lineéiris egyenletrendszer
uj formaéaja:

K -
A_l.E,DJ’x=A,.,d¢

L ] ] -'I-—l e

o j s

Itt mind a bal oldal, mind a jobb oldal az Aj oszlopvektorainak olyan li-
nefris kombindciéjat jelenti, amely a b vektort 4llitja elS. Mivel pedig az A4
oszlopvektorai bazist alkotnak az A métrix oszlopvektorterében, azért mind
az [E“r' QJE szorzatnak megfelel 6 oszlopvektor komponensei, mind pedig a d
komponensei a b vektornak az Ay altal meghatirozott bizisra vonatkozé koor -

dinétéit jelentik. S mivel adott bazis mellett bdrmely vektor koordinatai egyeér-

telmiien meghatdrozottak, azért azok és esakis azok az x vektorok johetnek
szamitdsba, amelyek kielégitik az

E .D]x=d

egyenletet. E szerint ez az egyenlet egyenértékii az A x = b line4ris egyenlet-
rendszerrel, amely m darab n-ismeretienes egyenletbdl 4ll.

Az uj egyenlet vizsgélatihoz az X vektornak az A fiiggetlen oszlopvekto-
raira vonatkozé6 koordin4tdib6l tehat az elsé r komponensébdl képezziik az

x =[x %y eees Xr:]*

vektort, a tovébbi n-r = s komponensébdi pedig az

Xy = [xr+1 vilygg? s xn] ]

Ez azt jelenti, hogy az X vektort az
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1118 eSelr

akkor

N AR
dZ X SZ4dmo

akkor az a skaldrnak nincs inverze,

thoz hasonldan g
csolatban is |

1 képzett szorzata

ax = 1 egyenlet megolddsa adta, A

A X = E matrixegyenlet megolddsdnak sziikséges és elégséges
feltétele, hogy az A métrix nem-szinguldris métrix legyen.

Bizonyitds: Ha az X = [ X1y Xoyeees X:{ , akkor a szorzéis értelmezése szerint

az E felirhat







it visszavezethet

or oldhatd meg. ha X nam-_g7i '*Sﬁ““}_"’r"
0T 1,);,\.11(13,1,0 IA,‘L_,.g! & L€ IEA"'L"JLIL‘,-.'LL dall

az A is nem-szingu

ik fel, hogy A nem-szinguliris. Ez esetben mind az
A
és mind az
E

egyenletet balrél Y-nal, a mésodikat jobbrél X-szel, amikor is az

rixegyenlet egyértelmiien megoldhaté. Szorozzuk meg ezekutén az elsd

AX=X

egyenleteket kapjuk,
Mivel azonban

YE=Yés

az elobbi egyenletek igy is irhaték:

Ebbol .pedig 14thaté, hogy

Azt az n-edrendii kvadratikus métrixot, amely mind az A X = E, mind
E gyenletet kielégiti, az A métrix inverzének nevezziik,
68 jeldlésére - skaldraritmetika mintdjira - bevezetjilk az

szimbslumot.




k nem -szing méatrixoknak van egyértelmiien meg -

< €8 inverzének szorzisira érvényes a
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K

formacio,

tételeket:

rmécié nem linedris, mert

ahonnan

P(x.) Ty
ami azonban nem egyenls a

4 4+ 3 — < -+ -1 — -
r(x, +x,) =(x, * X)) +ta=x *x,

kifejezéssel. Ha pedig a linedritéasi feltételek valamelyike nem teljesiil, a
transzformécié mair nem lineéris,

1. Tétel: Egy L,-ben értelmezett T(Xx) transzforméaciét akkor és csak akkor ne-
veziink linedris transzforméiciénak, ha az felirhaté

rl‘\ (E‘:) — é X

alakban.




F




épvektorok halmaza mindig olyan alteret alkot, amelynek dimen-
ziéja megegyezik a transzforméciéd matrixénak rangjaval.
transzformécié méitrixa, Ez esetben a képvek-

zonyités: Legyen ugyanis A a
yrok halmaza a T(x) = A X osszefiiggésnek eleget tevo vektorok Usszessége

Ez a halmaz pedig nem més, mint az A oszlopvektortere. Az oszlopvek-
2 P

srrol pedig tudjuk, hogy annak dimenzi6ja megegyezik az A matrix rangjéval,

5 9 Miiveletek linearis transzformaciékkal

miiveletek is értelmezhetok., Az adott mii-

4

ak a mitrixaritmetikiban értelmezett miiveletek-
sk ki, hogy megteremtsék a li ris transzfor-

O =




ges x-re csak akkor 4llhat

mm

Ez pedig éppen azt mutatja, hogy két line4ris transzforméici6 6sszegé-
hez tartoz6 transzforméci6 méitrixa egyenls a taghoz tartoz6 méatrixok dsszegé-
vel, E szerint a transzforméci6k métrixdval ugyanolyan értelmii miiveletet kell
végezniink, mint magukkal a transzformdécidkkal.

b) Skalarral valé szorzds: A T, line4ris transzformécié A -szorosén

& p ___..

}w : =T
ni1

transzformaéci6t értjilk, amelyre nézve birmely x vektor esetén
JuK, : A




vegyiink fel egy derékszogii
ik minden x = [ x,, X

ordin

k !
1" vektoré-
J '’ s
€S0 mero-

/

» %o
ornak az Xq tengelyre

13, abra

Allapitsuk m transzforméicié méatrixéat az

bédzisra vonatkozdan,

A transzformaciorél kimutathaté, hogy lineéris transzformacié, Ennek
megfeleloen a transzformécidé méatrixa:
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eqyenletnek valamely rogzitett A mellett van a zérustol kilonbozo megolddsa, va-

. ' ry/ \ 7-* y . L4 y IPERPIINS. / L P 3 —] . g )| (--—-,;
vektor, amelyet a T(X) linedris transzformdcio a A-szorosdba visz at, akkor a 4 sza

vy, UM

),

mot az y = T(X) linedris transzformacio nl}u’[t’}lc’/\r nek nevezziik, az egyenletet kie-

g a linedris transzformdcié /. sajdtértékhez tartozo sajdtvekto-

L

1earis transzformaciora invarians L'’ egydimen-
r tehat sajatvektor. Mivel L'V invarians alter,

J

. A T\X) linedris transzformacio sajatertekei kozott akkor és csak ¢

dul elo a zérus, ha a transz

(A"

] fJ iﬂ li

gy a z€rus sajatértek. Megfos ht va, ha 4=0 sajatertek, K = OE— A 0sz-

waM‘umen&unmwﬂuh
A 4. példéban A mindegyik s

Y 4’\

yotens matrixok valamennyi

smmu1nm‘knmmm%ﬁji&dukﬁiﬂdWMLBi nyithato, hogy

zformdcio mdtrixa s:in(u{hiriﬁ.

orK = iE~ﬁnMUﬁiz0mdkﬁﬁ’

1
JA A

tzzel az allitast 1gazoltuk.

zérus volt. Ennek a transzformacionak

sajatertéke 0.

y
Li'
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franszformacio

a nullavektor ért egymae

modon bizonyitunk

’

jatértékhez tar
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a zérusvektort bar-
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8.1. Bilinearis formak

r

Az adott A€.Z(p, g) matrix segit
(3.1:1)

kifejezést (ahol x€E, és yc E,) az X €és y vektorra nézve bilinedris formdnak nevezziik.
Az ismert miiveleti szabalyok értelmében a B(x, y) olyan skalart jelent, amelynek
értéke az x és az y megvalasztasatdl fiigg. Ha az y-t rogzitjik az E, valamely pontja-
ban, akkor a B(x, y)-nak megfelel$ skalar az x komponenseinek linearis fliggvenye
lesz. Eppen igy: ha az x-et rogzitjiik egy pontban, akkor a B(X, y) az y komponensei-
nek lesz linedaris fiiggvénye. Valéjaban innen ered a bilinearis elnevezés, ami magyarul
kétszeresen linearisat jelent.

A (8.1.1) alatt szerepld A matrixot az adott bilinedris forma mdtrixdnak nevezzuk,
az A rangjat pedig a bilinedris forma rangjdnak.

Ha példaul

akkor a megfeleld bilinearis forma

~

A miveleti szabalyok értelmében ez a
B(X,y) = 2X1¥1— X1 Yo — X1 Y3+ Xp V1
skalaralakban is felirhato.
Ha a (8.1.1) alatt szereplé A matrix i-edik soranak j-edik elemét a;;-vel jeldljiik,
akkor — az eldbbi p€lda mintijara — az ott definialt bilinearis formanak a

I 49
B(x,y) = 2 2 a;y;x;y;

Sy 5 2

i=1j=1
skalarkifejezést feleltetjiik meg. S ha egy bilinearis forma térténetesen skalaralakban
van megadva, akkor az elmondottak alapjan konnyen atirhatjuk a vele ekvivalens
matrixalakba is. Igy pl. a
2xX3 01— 3% s +4X2 1 —3X3 1+ X3 Y5

bilinearis forma ekvivalens az

[X1, X2, X3]

matrixkifejezéssel.



Mivel minden skaldr azonos sajat transzponaltjaval, azért a (8.1.1) alatti rela-
i I\ ,.

c10 ekvivalens a

B(x,y) = y'A*x

relacioval. Itt emlitjiik meg a szimmetrikus bilinedris forma fogalmat. Egy bilinearis
forma akkor szimmetrikus, ha a mdtrixa szimmetrikus. Ha tehat a

B(x,y) = x*Ay
bilinearis forma szimmetrikus, akkor A*=A, s igy a (8.1.2) alapjan fennall a
(8.1.3)

Osszefliggés.> Ha egy szimmetrikus bilinearis forma matrixa térténetesen az egység-
matrixszal egyezik meg, akkor eredményiil skalaris szorzatot nyeriink. Ha ugyanis
A=E, akkor a (8.1.1) a

(8.1.4) B(x,y) = x*y

alakot olti. Ez azt jelenti, hogy a skalaris szorzat valéjaban egy specialis szimmet-
rikus bilineéris forma. (A kovetkezd alfejezetben erre a kérdésre még visszatériink.)




8.2. Kvadratikus formak

Ha a kvadratikus

(8.2.1) B(x,y) = x™Ay

o

bilinearis forméban az y helyébe is az x vektort irjuk, akkor a

(8.2.2) O(x) = XTAX = x*A¥x

et

kifejezést nyerjiik, amelyet (az x-re nézve) kvadratikus formdnak neveziink. Ha az
A =[a;;] matrix n-edrend(i, akkor a megfelel kvadratikus forma a
)] IAl
(823) Q(X) — : Z al-l-.\'(-.\‘]-
i=1j=1
skalaralakban is felirhato.

Ha példaul
(8.2.4)
akkor

(8.2.5 O(X) = 3x7 — Xy %0+ 3% %, +2x2 = 3x2+2x, x, +2x2
. - ; 1 1vv2 av 2 1 1v2 2

Az eddigiekben az A-ra nézve nem kotottiik ki a szimmetricitast.” Megemlitjik
azonban, hogy barmely kvadratikus forma szimmetrizalhatd. Pontosabban: bér-
mely kvadratikus formahoz egyértelmiien hozzarendelhetd egy szimmetrikus matrix.

Vilagos ugyanis, hogy

CALAY

X AX =X sy 0. ¢

L

* Itt emlitjiik meg, hogy a kézikonyvek a kvadratikus formak definidlisinal rendszerint eleve ki-
kotik, hogy a kvadratikus forma madtrixa szimmetrikus legyen. Mi azért tértiink el a klasszikus
definici6tol, mert az optimumszamitési feladatoknal gyakran szerepel a nemszimmetrikus eset is,




barmilyen kvadratikus matrixot is jelent az A. S mivel az

A+ A*
2

matrix mar szimmetrikus, elobbi allitasunkat ezzel igazoltuk is. Erre tamaszkodva
a kovetkezGkben feltessziik, hogy a kérdéses kvadratikus format mar eleve szimmet-
rizaltuk, vagyis azt, hogy az x*Ax formula kielégiti az A=A* kikotést. Az igy
eléttiink allé szimmetrikus matrixot nevezziik a kvadratikus forma mdtrixdanak és
e matrix rangjat a kvadratikus forma rangjanak. A (8.2.5) alatt megadott kvadratikus
forma matrixa tehat nem a (8.2.4) alatti matrix, hanem az ebbdl képezett

| —1 |

a3 1 B
Zp3 a0l Sl
szimmetrikus matrix.
Megjegyezziik, hogy az igy nyert szimmetrikus matrix a megfelelé kvadratikus
formara nézve a

9

3x3 + X1 Xo + Xo Xy +2x3 = 3xF + 2%, X5 + 23

skalaralakot adja, s ez azonos a (8.2.5) alatt felirt kit‘eje.?é%cl

Az elmondottak alapjan az is belathatd, hogy a szimmetricitasi kikotésre tamasz-
kodva, a skalaralakbdl a kvadratikus forma matrixa egyértelmiien hatarozhat6é meg.
Nem ez a helyzet, ha lemondunk az A szimmetricitasardl, ekkor ugyanis a kérdéses
matrix szamtalan kiilonbozé alakot Slthet.

Barmely Q(x) kvadratikus formara nézve

0O(o) =0 Ae = 0.

Minden kvadratikus forma felveszi tehat a 0 értéket. Mindjart megjegyezziik, hogy
ez az x=0 ponttol kiilonbdzo helyeken is bekdvetkezhet. Annak megfeleléen azutén,
hogy a tovabbi lehetséges értékek eldjele hogyan alakul, két esetet kiilonbodztetiink

~

meg:

a) Ha a Q(x) pozitiv ériéket is, meg negativot is felvehet, akkor a Q(x)-et indefinit
i;'z*af’fan/ us formdnak nevezziik.

b) Egyébként definit kvadratikus formaval dllunk szemben.

Az utdbbiakat ismét két csoportra lehet osztani: a pozitiv definit és a negativ
definit kvadratikus formak csoportjaba. Az elsd esetrdl akkor beszéliink, ha a kvad-
ratikus forma nem vdlik negativvd, a masodik eset pedig akkor all fenn, ha a kvadra-
tikus forma nem vdlik pozitivvd egyetlen X€E, pontban sem. A Q(x) tehat pozitiv
definit, illetve negativ definit, ha barmely x mf‘HcL. teljesiil a




illetve a

relacio, ahol x€E,.

Ha a Q(x) pozitiv d jé
s igy minden egyéb pontban pozitiv értéket vesz fel, akkor szigortian pozitiv definit
kvadratikus formanak nevezziik. Hasonlé médon definidlhatjuk a szigorian negativ
definit kvadratikus formakat is. A Q(x) szigoruan negativ definit, ha minden x0
pontban Q(x)<0.°

Bizonyos esetekben az osztalyozist konnyen végrehajthatjuk. Kiilondsen egy-
szer(i problémaval allunk szemben, ha a kvadratikus forma matrixa diagonalis.
Ha ugyanis
(8.2.6) A== (Aq, A8, 0 A,

akkor a definicio értelmében
(8.2.7) O(X) = A4 X7+ A, X5+

Koénnyt belatni, hogy ekkor

a) a Q(x) pozitiv definit, ha a diagonalis elemek k6z6tt nincs negativ (O lehet),
b) a Q(x) szigorian pozitiv definit, ha minden diagonalis elem pozitiv,

c) a Q(x) negativ definit, ha a diagonélis elemek kozGtt nincs pozitiv (O lehet),
d) a Q(x) szigoruian negativ definit, ha minden diagonalis elem negativ, és végiil

e) a (0Ox) indefinit, ha a diagonlis elemek koz6tt pozitiv is talalhatd és negativ
i1s talalhato.
A probléma akkor is kénnyen eldonthetd, ha a kvadratikus forma métrixa

Gram-féle matrix. Ekkor ugyanis a kérdéses kvadratikus forma biztosan pozitiv
definit. Ha ugyanis a Q(x)=x"Ax kvadratikus formanal A=M"*M, akkor érvényes a

0(x) = x"(M"M)x = (Mx)*(Mx)

relacio, amelynek jobb oldalan az Mx vektornak az 6nmagaval alkotott skalaris
szorzata all. Ezek szerint barmely x vektor mellett

O(x)=0,

azaz a Q(x) valoban pozitiv definit. Konnyen belathaté, hogy ebben az esetben

a szigoruan pozitiv definitség akkor és csakis akkor all fenn, ha az M oszlopvektorai

<

linedrisan fiiggetlenek.”

¢ Megemlitjiikk, hogy pozitiv definit, illetve a negativ definit kifejezés helyett szoktak haszndlni
a pozitiv szemidefinit illetve a negativ szemidefinit kifejezést is, ugy r a szigorian negativ
definit kifejezéseket egyszerfien a pozitiv definit, illetve negativ definit k zésekkel helyettesitik.
? A bizonyitdst az olvas




Az altaldnos esetben a definitség probléméja nem olyan egyszerii, mint diago-

nalis matrixoknal €s a Gram-féle matrixoknal. Ezt a problémat éppen ezért a kovet-
kez6 alfejezetben fogjuk részletesebben megvizsgalni. A vizsgalatot arra a szerencsés

korilmeényre fogjuk -alapozni, hogy barmely kvadratikus format olyan alakra lehet
transzformalni, amelyben a kvadratikus forma matrixa diagonalis alakot 6lt. Ezzel
kapcsolatban jegyezziik meg, hogy a kvadratikus forma matrixa természetesen éppen
ugy transzformalddik, mint a megfeleld bilinearis forma matrixa. Ha tehat egy kvad-

ratikus forma matrixa az adott bazisban A, és innen attérink a C Atmeneti matrix
meghatarozta bazisba, akkor ugyanennek a kvadratikus forméanak az 1j bazisra
vonatkozd matrixat a

C"AC

szorzat szolgaltatja. A késdbbiekbdl ki fog tilinni, hogy e transzformacidval szemben
nemcsak a kvadratikus forma matrixanak a rangja marad invarians, hanem a definit-
séggel, illetve az indefinitséggel kapcsolatos tulajdonsigok is.

Egyébként a kvadratikus formak definit, illetve indefinit voltaval kapcsolatos
elnevezéseket szoktuk alkalmazni a kvadratikus forma matrixara is. Ilyen értelemben
beszélhetiink definit, illetve indefinit matrixokrol, tovabba pozitiv definit, illetve
negativ definit matrixokrdl is, €s igy tovabb.

ErdeklSdésre tarthat szdmot az a kérdés, milyen x pontokban valik nullava
a pozitiv definit x*Ax kvadratikus forma.

1. tétel: Ha az x*AXx kvadratikus forma pozitiv definit, akkor az x*Ax=0 egyenli-
ség akkor és csakis akkor teljesiil, ha Ax=o.

Bizonyitas: Mivel az Ax=o0 egyenléséget kielégitd pontok halmaza nem mas,
mint az A sorvektorterének ortogonalis komplementere, azért a tételben foglalt alli-
tas uigy is megfogalmazhatd, hogy az x*Ax =0 egyenldséget kielégité pontok halmaza
megegyezik az A sorvektorterének ortogonalis komplementerével.®

S most nézziik a bizonyitast! Az allitas elsé része trivialis, hiszen Ax=0 esetén
nyilvan igaz, hogy x*Ax=0. A masodik rész bizonyitisara tegyiik fel, hogy valamely
s vektor esetén s*As=0. Azt kell megmutatnunk, hogy ebbdl mar kdvetkezik az
As=0 egyenlGség 1s. Mivel pozitiv definit kvadratikus formardl van szo, barmely
lehetséges y vektor és barmilyen ¢ skalar mellett teljestilni kell az

(Y+28)*A(y +1s) = 0,
azaz az ebbdl egyszerii atalakitas révén nyerhetd

Y Ay +2ty*As+1%5*As = 0

8 Ez utobbi persze az A szimmetricitdsa miatt azonos az A oszlopvektor-terének ortogonalis komple-

menterével is.




relacionak, amely az s*As=0 feltevés miatt veglil is az
Y*Ay+2ty*As = 0

egyenldtlenségre redukalédik. Ez azonban minden y és minden 7 mellett valdban
csak akkor allhat fenn, ha As=o.

Ezzel tételiink bizonyitdsat be is fejeztiik.

Hasonlé mddon bizonyithaté a

2. tétel: Ha az X*Ax kvadratikus forma negativ definit, akkor az x*Ax=0
egyenléség akkor és csakis akkor teljesiilhet, ha Ax=o.

Az 1. és a 2. tétel egyenes kdvetkezménye az alabbi allitas.

3. tétel: Az X*Ax definit kvadratikus forma akkor és csakis alckor szigoruan
definit, ha az A nemszingularis mdtrix.

Erre az allitasra a kovetkezd alfejezetben még vissza fogunk térni.

Most néhany megjegyzést tesziink a skalaris szorzat fogalmara nézve. Emlékez-
tetunk arra, hogy a 6.1 alfejezet értelmében az (a, b) szimbolummal jelslt skalar
akkor tekinthet6 az a és a b vektor skalaris szorzatanak, ha eleget tesz az alabbi
eléirasoknak:

a) (a,b) (b, a)
b) (4a,b) = /(a, b)

¢) (a;+a,, b) = (a,, b)+(a,, b)
d) (a,a)=10

e) (a,a) =0 a=o.

Konnyen belathats, hogy az
(8.2.8) (a, b) = a™Ab

formulaval értelmezett bilinearis forma, amelyben az A
szimmetrikus mdtrix, kielégiti a fenti kikstéseket. Vilagos ugy:

a) a“Ab = b™Aa,
b) (Aa)*Ab = Jl(a*Ab),

(a,+2a,)*Ab = a;Ab+a;Ab,

d) a*Aa = 0 és

az A sz : 116ség akkor és csakis akkor
teljesiilhet, ha a=o.
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A (8.2.8) alatt megadott formula tehat valoban az a és b skalaris szorzatinak
tekintheto. Ez a formula specialis esetként a skalaris szorzatnak az 1.2 alfejezet
szerintl definici0jat 1s magaban foglalja, Ha ugyanis A=E, akkor a (8.2.8) az

(a,b) = a'b

kepletre redukalodik. Annak ellenére azonban, hogy a skalaris szorzat fogalma az
adott modon altalanosithatd, a tovabbiakban mégis megmaradunk a skaldris szor-
zat 1. fejezetbeli definicioja mellett. Ezen némileg csak a komplex szamtestre vonat-
kozo targyalasainkban fogunk valtoztatni.
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