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8. Linearis programozasi feladatok megoldésa
szimplex mddszerrel

Az el6z8 fejezet 3. tétele azt mondja ki, hogy egy feladatparnak a szimplex t4blizat
akkor adja az optimélis megoldds4t, ha annak utolsé oszlopaban nincs negativ, utolsé
sordban pedig nincs pozitiv elem. Kérdés azonban az, hogy hogyan jutunk ilyen tébla-
zathoz, vagyis hogyan kell az elemi bazistranszforméciéknal a bazisba bekeriil§ vektoro-
kat (esetleg a generdlé elemeket) kivalasztani. Tetsz8legesen vélasztott generalo elemek
esetén ugyanis esetleg soha nem jutunk az optimélis megold4st jelents tablihoz. Az eld-
z8 pont elsd és masodik tételének figyelembevételével azonban megkonnyithetjiik a ba-
zisba viend§ vektorok megkeresését. E két tétel alapjan célszeri egy olyan tébladzatbol
kiindulni, melynek vagy utols6 oszlopiban nincs negativ elem, ekkor a primal feladat egy
megvaldsithaté megolddsat; vagy utolsé sordban nincs pozitiv elem, ekkor pedig a duil
feladat egy megvaldsithaté megoldésat kapjuk.

Az els§ esetben gy kell kivélasztani a b4zisba keriil§ vektorokat, hogy minden egyes
elemi bazistranszformacio végrehajtisa utdn a szimplex tablazat a primdl feladat egy meg-
val6sithatd megolddsit adja. A transzformécidkat addig kell folytatnunk, amig az opti-
milis megoldishoz el nem jutunk, vagyis a t4dbldzat utolsé soridban mar nem lesz pozitiv
szam. Mivel ennél a médszernél a primil feladat megvaldsithaté megoldisainak egy so-
rozatan keresztiil jutunk az optimélis megold4shoz, azért ezt a médszert primdl szimplex
mddszernek nevezziik.

Eljuthatndnk az optimélis megolddshoz tigy is, hogy kiindulunk egy olyan t4blézatbél,
melynek utolsé sordban nincs pozitiv elem. Ez a tdbldzat — mint tudjuk — a duél feladat
egy lehetséges megoldédsit adja. Utdna az elemi bazistranszformacidkat pedig ugy kell
elvégezniink, hogy minden egyes lépésnél a kapott t4blizat utolsé soriban ne legyen po-
zitiv elem. Bzt az eljarast addig kell folytatni, amig el nem jutunk az optimalis tablazat-
hoz. Mivel ebben az esetben az optiméilis megolddshoz a dual feladat megvaldsithaté
megolddsainak egy sorozatén keresztiil jutunk, azért ezt a modszert dudl szimplex eljdrds-
nak nevezziik.

Az eddigi programozasi tapasztalatok azt mutatjak, hogy Altalaban célszerli az un.
primédl szimplex médszerrel dolgozni, bar vannak olyan feladatok, melyek megolddsa
egyszer{ibb a dudl szimplex eljardssal. Mi is el§szor a prim4l szimplex eljarast ismertetjiik
részletesen.

De vajon van-e olyan line4ris programozési feladat, melynek induld szimplex tdbldzata
olyan, hogy az utols6 oszlopaban nincs negativ elem? Ez csak tigy lehetséges, ha a kapa-
citdsvektor nem tartalmaz negativ elemet. B4rmilyen line4ris programozasi feladat kano-
nikus alakja ilyenné 4talakithat6. A prim4l bazismegold4shoz akkor juthatunk kénnyen,
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ha a kanonikus alak egyiitthatématrixdban szerepel minden m-edrendii egységvektor. A ta-
pasztalat azt mutatja, hogy a gyakorlatban nagyon sok olyan feladat van, amely ezeket
a feltételeket kielégiti.

Tegyiik fel, hogy egy iizem m erdforras felhasznaldsaval n féle terméket 4llit el6. Az egyes
eréforrdsokbol a tervid@szakban rendelkezésre 4llé mennyiségeket jeloljék a b vektor
komponensei. A j-edik termék egységének elSdllitdsdhoz az i-edik eréforrasbél a;; mennyi-
ségre van sziikség. A termékek eladisi 4rait jeloljék a ¢ vektor komponensei. Kérdés:
melyik termékbdl hdny darabot készitsiink, hogy az Gsszeladési dr a lehet8 legnagyobb
legyen? Egy adott tervidészakban egyetlen eréforrds sem lehet negativ. Mivel a b jeloli
ezeket a mennyiségeket, azért a b vektornak nincs negativ komponense, azaz b = 0.
A szokésos jeldlésekkel irjuk fel feladatunk 4ltaldnos alakjat:

Ax £ b,
x =0,
b=0,
¢*x — max!

Az olyan 4ltalinos alaki feladatot, ahol ki van kotve a b (kapacitis-) vektor nemne-
gativitdsa, normdl feladatnak nevezziik. Tehat az olyan feladatot, amelynél minden felté-
tel £ formdjéban teljesiil (vagy ilyenre hozhatd), és a kapacitdsok kozott nincs negativ
elem, normal feladatnak mondjuk.

Hozzuk a normal feladatot kanonikus alakra oly médon, hogy minden kapacitiskorl4-
tozé feltétel bal oldaldhoz adjuk hozzd a megfelel§ eltérésvaltozot, igy a kanonikus alak:

Ax+Eu = b,
x=20uz=0,
b =0,

c*x — max.

Masképpen felirva:

(A, E] [:] = b,

] e
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Lithat6, hogy a normél feladat kanonikus alakjdnak feltételrendszerében szerepld
egyiitthatomdtrix, [A, E] métrix, tartalmaz annyi egységvektort, amennyi a feltételek sz4-
ma. Ezek az egységvektorok a feltételrendszer oszlopvektorterének egy trividlis (egység-)
bazisat adjak. Irjuk most fel a normél feladat szimplex tablazatét!

x*
u A b
c* 0

Az el6z6 tételek alapjdn beldthatd, hogy ez a tdblazat a primdl feladat egy megvaldsit-
haté bdzismegolddsdt adja, mivel a b > 0 kikotés miatt a tabldzat utolsé oszlopdban nincs
negativ elem. Ehhez a tdblizathoz tartoz6 indul6 bézis teh4t x = 0. Az x = 0 megold4s-
hoz tartozé célfiiggvényérték

c*x = ¢c*0 = 0.

Ez az érték a tdblazat jobb alsd sarkdban megtaldlhatd.
Itt megjegyezziik, hogy az x = 0 vektort bizismegolddsnak nevezziik, annak ellenére,
hogy az x vektornak nincs pozitiv eleme. Ezt azért tehetjiikk, mert tételeinket mi az

Ax = b,
x =0,
c*x — max

kanonikus alaki feladatokra mondtuk ki. A szimplex t4blazat oszlopvektorai kozdtt tu-
lajdonképpen az egységvektorok is szerepelnek, de mivel az egységb4zisban vannak adva
az oszlopvektorok, azért az egyszeriiség kedvéért az egységvektorokat nem irjuk be a tib-
ldzatba. A normaél feladat kanonikus alakjénak megoldésat az

RN

vektorkomponensekbdl 4116 vektor adja. Ez a vektor — tételeink értelmében is — bazis-

megold4s, mert az [A, E] [g] = b egyenletben az [A, E] matrixnak a vektor pozitiv

0
b
elemeihez tartozé oszlopvektorai valéban fiiggetlen rendszert alkotnak, és szdmuk leg-
feliebb annyi, mint a feltételek szdma. Nekiink csak a prim4l feladat megoldéséra,
tehdt az x vektor komponenseire van sziikségiink. A tovabbiakban is csak a primél fel-
adat megoldasat, vagy ami ezzel ekvivalens, a megfelel§ kanonikus alaka feladat bazis-

"megold4sabol az x vektorkomponensnek megfeleld vektort nevezziik a primél feladat
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bazismegoldasinak. Ezt megtehetjitk, mivel az x és [ﬁ] vektorhalmaz kozott kolcsonds és

egyértelmii megfeleltetés Iétesithets, azaz

y

X :

u

Egyszeriien bizonyithat6, hogy csicspontnak csicspont felel meg. (Ha az A matrix (m X n)
tipust, akkor a feladatban dsszesen n+m primél és duél véltoz6 szerepel.)

Most méar gazdasdgilag is értelmezhetjiik az indul6 tdblizat bazismegolddsit: x = 0
azt jelenti, hogy az n féle termék egyikébdl sem termeliink. A primél feladat minden fel-
tétele teljesiil, hiszen a kapacitdsokat nem léptiik tul, mivel egyetlen eréforrasbol sem hasz-
naltunk fel semmit. Az egyes dudlis valtozdk értéke megegyezik a megfelel§ sorban levé
kapacités értékével.

Az igy nyert megvalésithaté programhoz tartozé drbevétel (a célfiiggvény értéke) nyil-
van zérus, mivel egyetlen termék sem keriil legyrtdsra és igy eladdsra sem.

Mindezek utén viligos, hogy a normaél feladat indulé szimplex tabldzata kdzvetleniil
megfelel a primal szimplex eljards céljainak, mivel tartalmazza a primél feladat egy meg-
valésithaté bazismegolddsat. Ha a tdblazat utolsé sordban nincs pozitiv elem, akkor ez
a tabldzat mar az optiméalis megold4st mutatja. Ez a gyakorlatban szinte sohasem fordul
el8, mert ez azt jelentené, hogy — mivel az utolsé sornak nincs pozitiv eleme — minden
termék 4ra negativ vagy zérus lenne. Gazdasagilag ez nem lehetséges. Ha pedig az utolsé
sor elemei az egyes termékekben rejl§ tiszta hasznot jelentenék, akkor az utolsé sor nem-
pozitivitisa miatt az iizem nem termelne haszonnal egyetlen terméket sem. Ezek utén tel-
jes joggal feltehetjiik, hogy az utolsé sorban van pozitiv elem, és mondjuk legyen ez a
pozitiv elem a ¢* vektor j-edik eleme, azaz

CJ' > 0.
A tovabbiakban tegyiik fel azt is, hogy
b > 0.

Ezen feltevések utdn két esetet kiilonboztetiink meg:

1. azegyiitthatématrix j-edik oszlopdban nincs pozitiv elem,

2. azegyiitthatématrix j-edik oszlopdban van legaldbb egy pozitiv elem.
Ezekkel az esetekkel kapcsolatos a kovetkezd tétel: Az 1. esetben a célfiiggvénynek a:
L halmazon nincs felsé korldtja. A 2. esetben pedig dt tudunk térni egy olyan bdzismeg-
olddsra, amelyhez nagyobb célfiiggvényériék tartozik, mint a kiindulé bazismegolddshoz.

Gener4lé elem — mint ezt a line4ris algebraban lattuk — csak zérust6l kiilonbdzé
lehet. Ha a j-edik oszlopban negativ szdmot vélasztandnk generdl6é elemnek, akkor a
bézistranszformdacié elvégzése utdn az utolsé oszlopban lenne negativ elem (Pl. negativ
lenne a & érték) ami azt jelentené, hogy a t4blizat nem ad megvaldsithaté megoldast a

b
primél feladatra vonatkozbéan. Ha pedig nem a legkisebb — hanyadosnak megfelelGen
a;j
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vélasztjuk a generdlé elemet, akkor a bézistranszformécié elvégzése utdn a ,»legkisebb
keresztmetszetnek™ megfelel§ sorban az utolsé oszlop eleme negativ. fgy ebben az eset-
ben sem kapnank megval6sithaté megoldést. Ezekbdl kovetkezik, hogy a normdl Sfeladatnal
mindig a , legkisebb keresztmetszetnél” levé a;; > 0 elemet kell generdlé elemnek vélasztani.

Megjegyezziik, hogy a generdld elem megvalasztisa a fenti médon nem mindig egyér-

telmi. El6fordulhat ugyanis olyan eset, hogy a i hinyadosok kozott tobb legkisebb
L%

van. Ebben az esetben degenerdcidrdl beszéliink. A degenerdciondl barmelyik legkisebb ke-

resztmetszetet add a;; > 0 elemet is vdlasztjuk generdld elemnek, a transzformdcié elvég-

zése utdn egy olyan megvaldsithaté bézismegoldast (degenerdlt bézismegolddst) kapunk,

amelynél a célfiiggvényérték nagyobb, mint a kiindul6 tdblizatban. A degenericié esetére

késébb még roviden visszatériink.

Most az egyszeriiség kedvéért feltessziik, hogy a generald elemet mindig meg tudjuk
egyértelmiien vélasztani, vagyis nem 1ép fel degenerdcié. Lattuk, hogy ha a generald ele-
met a fent leirt médon vélasztjuk meg, akkor a bazistranszformécié elvégzése utén kapott
tdblazat a primal feladat egy megvaldsithaté bazismegoldasat adja. (Bel4thato, hogy min-
den olyan tdbldzat tekinthetd indulé tablézatnak, amelyhez elemi bézistranszformacival
a megadott médon jutunk.) Teh4t ezt is tekinthetnénk indulé t4blazatnak, és igy mind-
azok az elgondoldsok, melyek az els§ tdbldzatra vonatkoztak, érvényesek erre a tabla-
zatra is. Ha a transzformdcié elvégzése utdn kapott tablézat utolsé sordban nem taldlunk
pozitiv elemet, akkor az optimélis megold4st adé tabldzattal van dolgunk. Ha pedig az
utols6 sorban van pozitiv elem, akkor ismét két eset lehetséges attdl fiiggden, hogy a
tdblazat utolsé soraban levd pozitiv elem felett taldlhaté-e pozitiv elem vagy nem:

1. Kideriil, hogy a célfiiggvény nem korlatos,

2. At tudunk térni elemi bazistranszforméci6val olyan harmadik tdbldzatra, amely jobb

programot ad mint az el5z6.

Ha tudunk a meghatdrozott médon a méisodik tiblizatban generilé elemet vélaszta-
ni, akkor a megfelel§ bAzistranszformaciéval attérhetiink a harmadikra. A masodik t4b-
lazatrél a harmadikra valé attérésnél a dc; értek azt mutatja, hogy a harmadik tiblazat-
hoz tartozé6 megoldds mennyivel jobb programot ad, mint a masodikhoz tartozé. Ezt az
eljarast aztin lépésrgl 1épésre folytatva, az elemi bazistranszformécidk segitségével kapott
tablizatok a primal feladat megval6sithaté bazismegold4sainak olyan sorozatit adjik,
melyekhez tartozé célfiiggvényértékek sorozata szigorian novekvs. Az eljards akkor ér
véget (a degeneracio fellépését tovabbra is kizarjuk), ha

— vagy eljutunk olyan tdbldzathoz, melynek utols6 sordban nincs pozitiv elem. Ekkor
az optimalis megoldast kapjuk. Ez a tdblizat — mint tudjuk — egyuttal a duil feladat
optimumadt is tartalmazza;

— vagy eljutunk olyan tdblizathoz, melynek az utolsé sordban levd pozitiv elemek
folott nem talalunk pozitiv elemet. Ebben az esetben — mint az bizonyithaté — a cél-
fiiggvényiink nem korlatos.

Beldthat6, hogy ha a megadott médon valasztjuk a géner&lé elemeket, akkor minden
elemi bézistranszformaciéval Gj bazismegoldéshoz jutunk. Mivel az [A, E] matrix oszlop-

vektorterének véges szami (az adott feltételek mellett legfeljebb ('";"] bézisa lehet,
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azért csak véges szadmt bazistranszformdaci6t végezhetiink, vagyis véges szdmi lépésben
a fenti két eset valamelyikének be kell kovetkezni.

Ezzel degenerdciémentes esetben megmutattuk, hogy a normdl feladat megolddsdhoz (meg-
oldasnak értve annak kimutatisit is, hogy a célfiiggvény feliilr6l nem korldtos) mindig
eljuthatunk véges szdmii bdzistranszformdcié utjdn, és egyuttal megadtuk az ut megkonstru-
dlésdnak médszerdt is. Vagyis megadtuk a primdl szimplex eljdrdst.

Felvet8dik azonban a kérdés: ha az utolsé sorban tébb pozitiv elem is van, akkor
melyik felett valasszuk a generalé elemet, vagyis melyik oszlopot vonjuk be a bazisba.
Azt tudjuk, hogy a dc; azt mutatja, mennyivel né a célfiiggvény értéke akkor, ha a
j-edik oszlopvektort visszitk be a bazisba. Mivel nekiink a célfiiggvény maximalizdldsa
a cél, azért legelfogadhatébbnak az latszik, hogy azt az oszlopvektort vigyiik be mindig
a bazisba, amelynél a dc; érték a lehetd legnagyobb. Természetesen semmi sem biztositja
azt, hogy ebben az esetben jutunk el leghamarabb a feladat megolddsdhoz. (Szokas még
az utolsé sor legnagyobb eleme felett valasztani a generdld elemet.)

Kiegészitésképpen vizsgiljuk meg még azt az esctet, amikor optimélis megoldast kap-
tunk ugyan, tehat a téblizat utolsé oszlopdban nincs negativ elem, €s az utolsé soraban
nincs pozitiv elem, de

a) az utolsé oszlopban van zérus értékii elem,

b) az utols6 sorban van zérus értéki elem.

Az a) esetben Un. degenerdlt bdzismegolddst kaptunk. Ez azt jelenti, hogy olyan bazis-
megoldasunk van, mely a

(A, E] [ﬁ] =b

egyenletrendszerben a b vektort m-nél’ kevesebb linedrisan fiiggetlen vektor pozitiv li-
ne4ris kombinaciéjaként allitja eld. Vagyis az [:;] bazisvektornak m-nél kevesebb po-

zitiv komponense van [feltéve, hogy A (mXn) tipust matrix].

A b) esetben, ha a zérus értékii elem felett van pozitiv elem, akkor elemi bazistransz-
forméciéval 4t tudunk térni egy olyan 1j bézisra, melynél a célfiiggvény értéke nem vél-
tozik, mivel ¢; = 0, és igy d¢c; = 0. Ebben az esetben is generalé elemnek azt az elemet
kell valasztani a ¢; = O elem felett, ahol legkisebb a keresztmetszet. fgy a feladatnak
nemcsak egy optimélis bizismegolddsa van. Ha az utols6 sorban tobb zérus értékli elem
is talalhat6, akkor a feladatnak tébb optimalis bazismegoldésa lehet. Ezeket az optimalis
bézismegoldasokat alternativ optimumoknak nevezziik. Mivel minden bazismegoldasnak
az L halmazon egy csticspont felel meg, és alternativ optimum létezése esetén a célfiiggvény
az L halmaz tobb csiicspontjaban is a maximélis értékét veszi fel, azért ezek konvex li-
neéris kombindciéjaként el&allitott pontokban is maximalis értékii a célfiiggvény. Vagyis
alternativ optimum esctén a feladatnak végtelen sok optimdlis megoldasa van. Megje-
gyezziik, hogy ha a primadl feladatnak alternativ optimuma van, akkor a dudl feladat opti-
muma degenerdlt.

Amennyiben az utolsé sor zérus értékii eleme felett nincs pozitiv elem, akkor létezik
olyan m+1 komponensb8l 4116 nem bazismegoldds, melynél legalabb két komponens
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tetszBleges nagyra novelhetS (tehat a megoldds koordinAtdi kozétt van nem korlétos),
de a célfiiggvény értéke nem valtozik.

Nézzitk meg, hogy az eddig elmondottakat hogyan alkalmazzuk és értelmezziik konk-
rét példdkon.

Elsd példa. Tekintsiik most a kovetkezd feladatot, és oldjuk meg az ismertetett szimp-
lex médszerrel. Egy iizemben 6t kiilonbozs terméket lehet harom eréforris segitségével
elgallitani. A tervidszakban rendelkezésre 4ll6 erdforrasok mennyiségét, a fajlagos ra-
forditasokat (a technoldgiai egyiitthatokat) és az egyes termékek tiszta hozamdt az aldbbi
tablazat mutatja:

Eroforrasok Termékek

r Erdforrasok
A, A, A, Ay A kapacitdsa

I 1 2 1 0 1 100

1I. 0 1 1 1 1 80

III. 1 0 1 1 0 50

Termékek
hozama 2 1 3 1 2

Hatdrozzuk meg azt a termelési programot, amely a maximalis tiszta hozamot ered-
ményezi!

E célnak megfelelden jeldliék az x,, x,, x;, x4, x5 vAltozdk az egyes termékekbdl gyér-
tandé mennyiségeket. A feladatbol kovetkezik, hogy az x, mennyiségek egyike sem le-
het negativ, és csak annyit szabad termelni az egyes termékekbél, hogy ne 1épjiik tal az
erdforrasok kapacitdsit. Ezek utdn programozasi feladatunk matematikai forméaja:

X +2x4x; +x5 = 100,

X tx;+x3+x5 < 80,
Xy +x3+ x4 = 50,
X1y X, X35 Xy, X5 = 0

z = (2x,+ x5+ 3x;+x4+2x;) —» max.

Mivel a kapacitdsvektor pozitiv, és minden feltételnek < irdnyu egyenldtlenség felel meg,
azért feladatunk normdl feladat, melynek indulé szimplex tablazatat a megadott médon
irjuk fel:
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Xy Xy X3 Xy X5

u, | 1 1 1 100
U, 1 1 1 [1]] 8o
uy | 1 1 0 50

- - B 0

Ez a tibldzat mar egy megvaldsithaté bazismegoldésat adja a feladatnak, mert az utolsé
oszlopban nincs negativ elem. Mivel a bazisban az u;, u,, u; cltérésviltozéknak megfele-
16 oszlopvektorok (egységvektorok) vannak, azért ehhez a tabldzathoz tartozé bazismeg-
oldasban minden x; = 0. Ez azt jelenti, hogy egyetlen terméket sem gyértunk, igy bizto-
san nem lépjiik tal a kapacitésokat, és ebben az esetben nincs semmi hasznunk. Vagyis
a célfiiggvény értéke zérus, ami a tabldzat jobb alsé sarkdban megtalélhato. Az uy, uy, u;
eltérésvaltozék értéke rendre megegyezik az eréforrdsok kapacitdsbval. Mésképpen: az
x = 0 lehetséges bazismegoldds esetén az elsé egyenltlenség bal oldalabél uy = 100 egy-
ség hidnyzik ahhoz, hogy megegyezzék az egyenlStlenség jobb oldalan 4ll6 mennyiséggel,
100-zal. Hasonléan értelmezhets az u, = 80 és u; = 50 eltérésvéltozd is.

Mivel a t4bl4zat utolsé sordban vannak pozitiv elemek, azért ez nem optimalis. At tu-
dunk térni olyan tabl4zatra, melyhez tartozé célfiiggvényérték nagyobb lesz, mint zérus.
Az is l4that6, hogy az utolsé sor minden eleme pozitiv, teh4t barmelyik felett (bdrmelyik
oszlopban) vélaszthatunk generélé elemet. De melyiket vélasszuk? Célunk a maximalis
hozam elérése, azért azt vélasztjuk generalé elemnek, amelynél a célfiiggvény nodvekedé-
se, dc; a legnagyobb. Ez pedig akkor lesz a legnagyobb, ha az 5. oszlop masodik elemét
vélasztjuk generalé elemnek. Ez azt is jelenti, hogy a bézisba keriil az x5 valtozohoz tar-
tozé vektor, és kikeriil a bazisbol a mésodik egységvektor. A bézistranszforméici6 elvég-
zése utdn téblazatunk a kovetkezd lesz:

Xy X3 X3 Xy Uy
w | 1 1 0 —1 —1 20
x| 0 1 1 | 80
w| 1 0 [1] 1 o 50
2 —1 1 —1 =2 |—I160

Léthaté, hogy ez a tablazat is egy megvaldsithaté bazismegoldést ad. Mivel az x5 primal
véltozénak megfeleld oszlopvektor bekeriilt a bazisba (az x; a tablizat elsd oszlopdban
tal4lhatd), azért ennek a nagységa 80. Ez azt mutatja, hogy ha az 45 termékbdl 80 darabot
gyartunk és a tobbi termékbdl egyet sem, akkor egy megvalésithaté programunk van,
amelyhez 160 egységnyi haszon tartozik. Az u, eltérésviltozé kikeriilt a bazisbdl, és igy
a neki megfeleld feltétel, a masodik feltétel egyenlGség forméjaban teljesiil. Ennél a prog-
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ramndl a II. eréforrds kapacitdsa teljesen kimeriil. Az u; = 20 eltérésvéltozd azt jelenti,
hogy az I. er&forrasbél még 20 egységnyi, az u; = 50 pedig azt jelenti, hogy a III. eréfor-
résbol még 50 egységnyi szabad kapacitas van. Mivel az utolsé sorban van még két po-
zitiv elem, és mindkettd folott taldlhatdk pozitiv szimok, azért ez a tibldzat még nem
optimalis, elemi bézistranszformaciéval javithaté. Akkor javul a tébldzatunk legnagyobb
mértékben, ha a harmadik oszlop harmadik elemét valasztjuk generél6 elemnek. Ekkor

dc; = 50. Bzzel a generalé elemmel elvégezve az elemi bézistranszformaciét a kovetkezd
tablazathoz jutunk:

Xy X3 Uy Xy U,
Uy ] r v —n 20
s | —1 1 —1 0 1 30
X3 10 1 1 o 50
I —1 —1 —2 —2 | =210

Ez azt mutatja, hogy ha az A, termékb&l 50 darabot, az 4; termékbél 30 darabot gy4r-
tunk, akkor a tiszta haszon 210 egység lesz. A bAzisb6l kikeriilt az u; eltérésvéltozo is,
tehat a neki megfeleld harmadik feltétel is egyenlség formajéban teljesiil. Az u, = 20
azt jelenti, hogy az els§ eréforrdsnak még van 20 egység szabad kapacitdsa. A t4blazat
utolsé sordban még van pozitiv elem, igy a tdbldzat nem optimélis, felette is van pozitiv
szam, tehdt a tédblizat még javithaté. A generalé elem megvélasztdsa egyértelmfi. Az x,
€s u, helyet cserél, melyet az aldbbiakban lathatunk:

X, 1 1 g =1 =i 20
x5 I 2= 1 6 50
X3 —1 .= P2 1 30

=1 —2 —1 —1 —1 | =23

Ez a tdbldzat mdr az optimdlis megolddst adja, mert utolsé sordban nincs pozitly elem.
Vagyis akkor lesz az adott feltételek mellett a haszon maximdlis (230 egység), ha az

A, termékbal 20 darabot,

A, termékbél 30 darabot,

A termékbd] 50 darabot készitiink, Az A, és A, ter-

mékbdl pedig egy darabot sem kell gyartani. Ehhez a t4blézathoz tartozd optimalis meg-
olddst vektoralgebrai formaban is felirhatjuk:
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xg= | 30], Zp = €*xp = 230,
50

Ldthatd, hogy ebben a feladatban az optimdlis megolddsndl minden feltétel egyenlbség
formdjdban teljesiil. Vagyis minden erdforrds kapacitdsinak teljes kihaszndldsat irja el6 a
program. (A gyakorlatban ilyen eset ritkan fordul ¢l6.)

Mivel az optimdlis tdbldzat utolsé sordban nincs zérus értékil elem, azért a feladatnak
csak egyetlen optimuma van. Ez az egyetlen optimélis megoldas nem degeneralt, mert a
t4blazat utolsé oszlopaban nincs zérus értékii elem. A baziselemek kozott dudlis vélto-
z6 nincs, teh4t minden feltétel egyenl8ség forméjaban teljesiil.

Ez a tibldzat — mint azt bizonyitottuk — a feladat dualisinak is mutatja az optimumat.
A fenti probléma dualisa:

»+ y3 = 2
2+, = 1,
Vi+yty: 2 3,
Nty 2z 1,
»itys 2 2,
Yu¥uys =20,

w = (100y, +80y,+50y;) = min.

Az optimélis thblazatbél leolvashaté, hogy ennek a dudlis feladatnak az optimalis meg-
oldésat az

y* =y = [1;1;1]

vektor adja, és wy = 230. Az u; komponenseit a tabldzat utolsé sordbdl olvastuk le a
kovetkez8képpen: megnéztilk, hogy a legfels§ sorban az eltérésvaltozok koziil melyi-
kek szerepelnek, aztin a nekik megfelel§ oszlop utols6 elemeinek ellenkezd elGjellel vett
értéke adta ezek nagysagat.

; (Mg@i@ Oldjuk most meg feladatunkat abban az esetben, ha az I. er&forrasbol
nem 100, hanem csak 80 egység 4ll rendelkezésiinkre! Ebben az esetben indulé tibla-
zatunk a kdvetkezd:

X1 X3 X3 X3 Xs

U, 80
ws | 1 0 1 1 0 | 5

—
[
it
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Célfiiggvényiink értéke akkor javul legnagyobb mértékben, ha generald elemet az utolsé
oszlopban vélasztunk. Itt azonban két helyen is adédik a legkisebb keresztmetszet. Tehat
a feladatban degenerdcid Iép fel. Az 6t6dik oszlop két els§ elemének barmelyikét vélaszt-
hatjuk generdld elemként. Mi valasszuk ugyanugy, mint az eredeti feladatban, a méso-
dikat. Ekkor a kovetkezs tdblazatot kapjuk:

X X2 X3 X4 U
U 1 1 0 —1 =1 0
Xy 0 1 1 1 1 80
%, 1 0 [1] 1 0 50
2 —1 1 —1 —2 —160

Mbst a harmadik sor harmadik elemét valasztjuk generalé elemnek, mert ebben az eset-
ben lesz dc; a legnagyobb. A transzformdacid elvégzése utdn tdblazatunk az aldbbi formé-
ban irhaté:

X X, 1y Xy uy
w | 2] 1 & = = 0
X | —1 1 =1 0 1 30
%3 § - .1 1- @ 50
I =4 -3 —2 -2 |-Jio

Az utolsé sorban még van pozitiv elem, és mivel e felett is van pozitiv szAm, azért a tab-
ldzat még javithato (de ez csak latszdlagos). Generdlé elemként az elsé sor els§ elemét
kell vélasztanunk. Az elemi transzformici6 elvégzése utdn mér az optimélis tablazatot

kapjuk: ————————
A X Uy Xy U, /-'
% 1 1 0 =1 =t 0 |
Xs 1 3 —1 —1 0 30 {
% ol =1 =l 1 2 1 50 %\
S (SR, [ R | —210 '

—

Léithaté, hogy a idc_gqne__ricié_,_éemmi problémit nem jelentett. Ha az induld t4blizatnal

generald elemnek nem az 6todik oszlop masodik, hanem els§ elemét valasztanank, akkor
sem okozna problémét a feladat megolddsa. Amint l4thaté, a feladatnak csak egy opti-
milis megoldasa van, de mivel az utolsd oszlopban van zérus értékii elem is, azért ezt az
optimélis megoldést degenerdlt bdzismegolddsnak mondjuk. Ha egy feladat megolddsa
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sordn degenerdcio 1ép fel, akkor az optimdlis megolddasnak nem sziikséghképpen kell degene-
rdltnak lennie. (Itt a célfiiggvény értéke 210 egység).

Az elézbGekben belattuk, hogy degeneracidmentes esetben a normél feladat mindig meg-
oldhaté véges szdmu elemi bézistranszformacid segitségével. Nézziik meg, hogy vajon
ez-¢ a helyzet akkor is, ha a feladat megolddsa soran degeneraci6 lép fel! Degenerici6
esetén is igaz, hogy az L halmaznak véges sok csiicsa van, tehat véges sok megvaldsitha-
té bazismegoldas létezik. Mig azonban degenerdcidémentes esetben minden elemi bézis-
transzformécioval olyan 1ij bézishoz jutunk, melyhez nagyobb célfiiggvényérték tarto-
zik, mint az el6z6hoz, addig degenericid esetén ez nem 4ll fenn.

Degenerécid esetén az elemi bézistranszformdacid elvégzése utdn a kapott tablazat utol-
s6 oszlopiban lesz legaldbb egy zérus értékil elem. Eldfordulhat, hogy a kovetkezd gene-
rélé elemet éppen az utolsé oszlop zérus értékfi elemének megfeleld sorban kell vélaszta-
ni, igy egy olyan bézishoz jutunk, melynek célfiiggvényériéke megegyezik az eredetivel.
Elképzelhetd, hogy a generdlo elemeket egymds utdn ugy vdlasztjuk meg (de mindig abban
a sorban, amelynél az utolséd oszlop megfelelS eleme zérus), hogy visszajutunk egy olyan
bdzishoz, amellyel mdr taldlkoztunk, azaz kialakulna egy un. ciklus. Ha aztdn ismét olyan
sorrendben valasztjuk a generild elemeket, mint az el8z6 ciklus esetén, akkor az elébbi
utat jarjuk végig. Igy elképzelhetd, hogy végtelen sokszor bejarunk egy utat, mégsem jutunk
kozelebb a megolddshoz. Felvetddik, hogy a degenerdci6 nem teszi-e megoldhatatlann a
feladatokat? Nem torténhet-e meg, hogy degenerici6é esetén barhogyan is valasztjuk a
generéld elemet, a szimplex algoritmus végteleniil ismétl6d& transzforméciokhoz vezet?

A gyakorlat ennek ellentmond. Ugyanis az utdbbi években nagyon sok linedris prog-
ramozasi feladat keriilt megolddsra. Ezek nagy része degeneréci6t tartalmazott, de egyet-
lenegy esetben sem sikeriilt olyan — nem mesterségesen konstrudlt — példat talélni,
ahol a végtelen ciklus a szokdsos médon megvalasztott generdld elemek esetén bekovet-
kezett volna. Ez a tapasztalat azt mutatja, hogy egyaltalin nem kell tartani a degenera-
ciotol. A degenerdciét tartalmazd feladatok megolddsaval kapcsolatban is bizonyithatd
a kovetkezd tétel:

Egy normdl alakii linedris programozdsi feladathoz (akdr tartalmaz degenerdciot, akdr
nem) mindig megadhatd olyan egyértelmii generdldelem-vdlasztdsi szabdly (algoritmus), mely
véges lépésben vagy optimdlis bdzismegolddshoz vezet, vagy amely végén kideriil, hogy a fel-
adat célfiiggvénye nem korldtos az L halmazon.

Ebbdl a tételbdl kovetkezik, hogy minden normdl feladat véges szdmi elemi transzfors
mdcidval megoldhatd. Mar csak az a kérdés, hogyan oldjuk meg az olyan feladatot, amely«
nél a megoldés sordn degenericié 1ép fel. Degenerdcié kétféleképpen dllhat el8:

a) A feladat megolddsa sordn legaldbb egyszer nem tudjuk a generdld elemet egyértel-
miien megvalasztani, mivel t6bb legkisebb keresztmetszet 1étezik.

b) Az induld tiblazat utolsé oszlopdban legalabb egy zérus értéki elem van.

Az a) esetben a legkisebb keresztmetszetet adé elemek koziil tetszblegesen vélasztjuk
ki a generald elemet. A transzformécié elvégzése utdn az utolsé vszlopban megjelenik a
zérus értékii elem. Most mir az a) és b) esetet egyiitt tirgyalhatjuk. Ha a kévetkez§ ge-
nerélé elem nem abban a sorban van, ahol az utolsé oszlop eleme zérus, akkor a ciklus
létezését méris elkeriiltiik. (LehetSleg erre térekedjiink!) Ha a generdlé elem olyan sor-
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ban van, amelynél az utolsé oszlop eleme zérus, akkor a transzformécié elvégzése utdn a
célfiiggvény értéke nem javul. Ezutdn 2 eset lehetséges, mégpedig:
1. vagy tudunk valasztani valamelyik 1épésnél olyan gener4lé elemet, amelynél a cél-
fiiggvény mar javul, és akkor elkeriiltiik a ciklus 1étezését,
2. vagy visszajutunk ahhoz a bézishoz ahonnét kiindultunk. Ebben az esetben egy mé-

sik legkisebb keresztmetszetnél kell a generalé elemet vélasztani. ~
Harmadik !;Jg/ Térjiink vissza ismét az eredeti példa adataihoz, de most véltoztas- ,,..n}
sunk a tiszta hozam paraméterein. Tegyiik fel, hogy az A, termék fajlagos tiszta hozamét

sikeriil 6nkoltségesokkentés révén 1-r§l 2-re emelni. Ebben az esetben Wxﬁﬁﬁs‘f '
a modositott adatokkal az elébbiekhez hasonléan elvégezve a kovetkezd optimalis prog
ramot adé tdblizathoz jutunk: ——

]

Ll *2 Uy X3 Uz '
% i 1 0 —1 3 20
%5 {2 =& =i ¥ 50
w | =1 —1 1 1 30
—1 —2 —1 0 —1 | —23%

A tablazat utolsé sordban nincs pozitiv elem, tehat a beldle kiolvashaté program opti
milis. Azonban az utols6 sorban van zérus értékil elem, amelyfalternativ optimum,iehe-
tségét jelenti. Vélasszunk most generald elemet a nulla feletti oé‘z?igf;l-ﬁf. Mivel eBgeﬁ az
oszlopban csak egy pozitiv elem van (a 2-es), azért ezt kell generlé elemnek valasztani.
Vagyis az x; és x, valtoz6k helyet cserélnek.

Az elemi bézistranszformicié elvégzése utdn a kovetkezd tablazatot kapjuk:

1 1 1 1 1

% T R - 35
2 2 2 2 2
1 3 1 1 1

Xs =l = e 65
2 2 2 2 2
1 1 1 1 1

A e 15
2 2 2 2 2

-1 4 4 0 —1 —230

Lithatd, hogy ez a tdblizat is optimumot ad. A célfiiggvény értéke itt is 230. Ennek a
Jeladatnak két optimalis bazismegolddsa van, melyek a kovetkez8k B
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20 35

0 0

xP = | 30 és V= | 0
0 15

50 65

Ezeket alternativ optimumoknak nevezziik. Mi a tovébbiakban csak akkor beszéliink al-
ternativ optimumokrél, ha t6bb optimdlis bdzismegoldds van, és ezeket a bizismegolddso-
kat mondjuk alternativ optimumoknak. Szokds ettél eltérden is definidlni az alternativ
optimumokat. De azt tudjuk, hogy ha a linedris programozdsi feladatnak tobb alternativ
optimuma van, akkor végtelen sok optimdlis megoldds létezik, és ezek az alternativ opti-
mumok konvex line4ris kombinécidjaként 4llithatok el. Igy ebben az esetben a primél
feladat dsszes optimalis megoldasat a kovetkezd kifejezés adja:

xo = Ax{V+(1—)xD, ahol0 £ 1 < 1.

Ha az optimélis megolddst adé t4blazatot transzpondlndnk, akkor az utolsd sor és utol-

s6 oszlop helyet cserélne. Vagyis a transzpondlt tdbldzat utolsé oszlopdban lenne zérus

értékii elem, ami azt jelenti, hogy a dudlis feladat optimumdt adé bdzis degenerdilt.

n Negyedtk példa. Viltoztassuk meg ismét az eredeti feladat néhdny paraméterét! Ezek-
nek az egyszeriiség kedvéért most gazdasagi jelentést nem adunk. Feladatunknak mate-

matikai forméja legyen a kovetkezS:

—x,+2x,+x3 +x5 = 100,
X+ X3+ x4—x5 = 80,

Xy + X3—Xy = 50,
X1y Xz X35 X4y X5 = 0

z = (2x;+x,+3x;+x3+2x;) > max!

Irjuk fel a feladat indul t4blazatat!

X Xy Xy Ep X
% |~ & 1 @ 100
0, g L 1 U —3 80
4y 1 6 1 =1 §& 50
3 .4, & -1 2 0

Generilé elemnek valasszuk az els8 sor 6todik elemét! A bézistranszformdécié elvégzése
utén a kovetkez6 tdbldzathoz jutunk:
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X x5 X3 Xy u;

X | =1 2 1 1 100

W | =1 3 2 1 1 180

uy 0 1 —1 0 50
4 =3 1 1 —2 | —200

A harmadik sor elsg elemét valasztva generalé elemnek a kovetkezd tdblézatot kapjuk:

U, Xy Xy X4 u

Xs 1 2 9 1 150

1y 1 3 3 @ 1 230

X, R o A TR (R 50
—4 -3 —3 5 _—2 | —400

E}ﬁj;iiﬂjés' pozitiv elem. Ez azt jelenti, hogy a.béﬂ'ﬁggyéﬁj{.nem' kbﬂdfqﬁs'"dz L hafi;:_dzon,

Most mér csak egy pozitiv elem van az utolsé sorban. A felette lev8 oszlopban viszont I’j l
vagyis a feladatnak nincs optimdlis megolddsa. Valéban az

o

i
Il
=
—_—— O D e
I
T ooOox

vektor minden k = 0 értéknél egy megvaldsithaté megoldésat adja a feladatnak. Ebben
az esetben pedig a célfiiggvény értéke:

z=c*x =[2;1;3;1;2] = 2k+k+2k = 5k.

Eaalit i e e )

Ha k — o0, akkor z — . A feladatnak tehét valéban nincs optimdalis megoldésa. 4
atﬁd{i_c c példa. El6fordulhat, hogy a megoldés sordn olyan t4blazathoz jutunk, amely- /

nek utolsé oszlopaban nincs negativ elem (teh4t a tiblazat a primal feladat egy lehetsé-

ges bazismegolddsat adja), utolsé sordban pedig tobb pozitiv elem is taldlhat6. Ha az

utolso sorban van legaldbb egy olyan pozitiv elem, amely folétt levé oszlopban nincs pozi-

tiv elem, akkor a feladatnak szintén nincs optimdlis megolddsa, a célfiiggvény nem korldtos
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az L halmazon. Ennek bemutatdsdra tekintsiik az alabbi normél feladatot, és oldjuk meg a
szokésos médon!

X—2x, —X4— X5

3%+ x—Sx7—x5+8x5

—3x, + x3+x4+2x5 50,

Xis Xgy X35 X4y X5 0,

z = (2x;+ X3+ 3x3+x4+2x5) = max.

100,
80,

IV IIA 1A TIA

A feladat indulé szimplex tablazata:

Xy Xz X3 Xy X5

w| 1 —2 0 —1 —1 100

w| 3 1 —5 —1 8 80
w,|—3 0 1 1 2 50
2 1 3 1 2 0

Ebbél kiindulva — a szokdsos moédon — hajtsuk végre a kovetkezd elemi bézistransz-
formécidkat:

az els8 1épésben cseréljen helyet az x5 az u;-mal,
a masodik lépésben cseréljen helyet az x, az u,-gyel!
Ezek utdn®a kovetkezd tablazatot kapjuk:

ul x2 u; x‘ JC5
5| 1 =2 09 —1 —1 100
u, | 12 —23 5 —8 6 1530
x| 3 —=6 1 —2 — 350

—11 23 —3 9 7 |—1250

Ez a primdl feladat egy lehetséges megolddsat adja. Az utolso sorban azonban még sze-
repelnek pozitiv elemek. Igy a lehetséges megoldds még nem optimélis megoldés. Az utol-
$6 sornak van olyan pozitiv eleme (a masodik és a negyedik), amely felett nem tudunk
generdld elemet vélasztani. Igy az adott normél feladatnak nincs optimélis megoldésa

lehetne generald elemet vélasztani. Pl.: az x = k[1; ; 1; 0]* vektor mmden k =0
esetén lehetséges megolddsa a primél feladatnak, amelynél a célfﬁggvény értéke c*x = Tk.
Haak - oo»—akgor a ¢*x — oo, Tehat a célfiiggvény nem korldtos az L halmazon.

H’atodzk példa. Végeretiil tekintsitk azt a normél feladatot, amelynek feltételrendszere
megegyemk a negyedik példa feltételrendszerével, mig célfiiggvénye: c*x = (3x;+2x,+
+4x3—5x4+2x5) —» max! A feladat indulé szimplex tdblazata:
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Xy X5 X3 X4 X5
m|—1 2 1 0 1| 100
w| 0 1 1 1 — 80
w1 0 1 —3 o 50

3 2 4 —5 2 0

Az optimalis megoldést ad6 tablizathoz két 1épésben eljuthatunk, éspedig
az elsG lépésben helyet cserél az x, és az u,
a masodik lépésben helyet cserél az x; és az u,.

Az optimdlis megold4st ad6 tablazat a kovetkezs:

Uy X2 X3 X4 Uy !
X5 1 2 2 —1 150
u, 1 3 3 0 1 230
X 1 0 1 —1 0 50
—5 —2 -3 0 —2 |—450

Ldthatd, hogy az optimdlis megolddst adé tabldzat utolsé sordban van zérus értékii elem.
E felett azonban nem tudunk generdlo elemet vilasztani, mivel a felette levd oszlopban nincs
pozitivelem. Tehdt a feladatnak csak egy optimdlis bdzismegolddsa van, -
mely a kovetkez§:

x, = [50; 0; 0; 0; 150].

Itt alternativ optimumrél nem beszélhetiink (alternativ optimum csak bAzismegoldds le-
hev). Mivel az utolsé sorban van zérus értékii elem, azért a feladatnak végtelen sok opti-
mdlis megolddsa van. Ilyen esetben — amint azt az el8z6kben leirtuk — létezik olyan
m+1 komponensbdl 4116 nem bazismegoldas, melynél legaldbb két komponens tetszéle-
ges nagyra novelhetS. Ennek a feladatnak optimalis megoldését adja a kovetkezd vektor :
x* = [50+¢; 0; 0; ¢; 150+1], ahol 7 = 0.

Ez az x vektor nem bézismegoldas, és az els6, negyedik és 6tddik komponense (legaldbb
két komponense) tetszdleges nagyra novelhetd, mivel ¢ barmilyen nagy pozitiv szdm le-

het. Arr6l, hogy az
x* = [50+41¢; 0; 0; #; 150+1]

vektor barmilyen nem negativ 7 érték esetén optimélis megold4s, egyszeriien meggy&zéd-

hetiink. Csupén azt kell beltni, hogy kielégiti a feltételrendszert, és c*x = 450. Ezt pe-
dig az x vektornak a hatodik péld4ba torténd behelyettesitésével igazolhatjuk.
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Feladatok
2
G' /Oldja meg az aldbbi feladatokat!

a) x;+2x, +3x; £ 20,
X +dx,+x— xg S 22,
Xi» X25 X35 Xy z 0

(4x;+2x,+x;+5x,) - max;

b) x4+x— x3+2x4 £ 14,
2x1+x2+5x3— Xya é 16,
x]’ x25 x3s X4 ; 0,

(4x|+3x2+2x4) - max;

C) 2x1+x2 ’“I“x.g, é 8,
xl—xz-l—x:;-l-x.; é lﬂ,
xh x21 X3, X3 g 0:

(4x,+2x,+3x;+4x,) — max;

/

a | d)J) x1+2x:;+3x:3— X4

= 10,
4x,— x,+2x;4+2x, = 10,
xh xz: x_!s X4 g. Os

(6x,+7x5+3x;+10x4) — max.
’(72.\ Hat4rozza meg az alibbi feladatok optimalis megoldasait és az
\_~ sokhoz tartozé célfiiggvényértéket!

e I'§

) : @)/'\ Xi— Xp+X3+Xxy = 10, . 4 0.}’4 Z(,Lf.

b
_'le +3x;+X3—X4 é 12, 2

xla x;z’ xﬂs Xy g 0’

b) 2x;—x;+x;+ x4 = 16,
X+ x4+ x3+2x, £ 20,
X1s X35 x3, Xy ; 0;

(4x;+x;+3x;+2x,) — max;

c) X +x— x342x, £ 14,
—2x; X+ 2% x5 £ 12,
Xy Xy X3, Xy = 0:

(—7%, 4+ 8%+ Tx; + 11x5) — max;
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d) X +x+ x3—x; £ 10,
—2x+ X433+ %, £ 2,
X5 Xy X35 Xy z 0

(6xl + 4x2 + 3x3*6x.;) - max.

tablazatokat, majd ezek alapjan irja fel mind a primél, mind a duél feladatok opti-
malis megoldédsit és az optimalis megolddshoz tartozd célfiiggvényértéket!

-

f ‘@) x+ x— %3 212,
\_ /‘, b —x = 8§
= 4 2042% £ 6,

Xyy X5 Xy = 0,

(6x,+7x,+2x;) — max;

b) x; +x; < 40,
—Xy+x; = 10,

X+ x—x; £ 18,
XpXp X3 2 0,

(4x,+3x;) —» max;

) x+x, = 10, -
X+x; = 12,
X +x5 = 14,
X X9y X3 = 0,

(6x; +6x,+6x;) - max;

d) x;+x, < 10,
X +x; £ 10,
X,+x; = 10,

Xis Xy Xy = 0

(5%; +6x,+7x;) — max.

./ Oldja meg az alabbi

Ax = b,
x =0,
c*x — max

alakd feladatokat! frja fel az optimélis megoldast adé szimplex tablizatot ésa dudlis
feladat optimdlis megolddsat is! A feladatoknak csak a paramétereit adjuk meg.
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a) [1 2 1 0 [10] 3
A= 1 0 1}, b= |12], c= |4] ;

1221 24 5

I-.3.

b) (0 1 11 [12] 6)
A= |1 1 3], b= [12], c= |6] ;

1 1 01 12] 6

6]

c) [1 1 2 [11] 5]
A= 2 1 1 3 b = 12 ] c= |6 =

01 1 2 14 7

|.3.

d) 3 6 2 [60] 2]

A= ]2 1 2}, b= |40| , c= |5

11 2| 80] 4

: 3

./ Hatdrozza meg az alibbi programozasi feladatok optimalis megold4sat mutaté szimp-
lex téblazatokat! Ezek alapjan irja fel mind a primél, mind a dudl feladatok opti-

maélis megoldésait! Mondja meg, hogy az optimalis bazismegolddsok koziil melyik
degeneralt!

‘-]
@/’ x,+3x2 + X4—X5

=12

X— Xp+Xy— Xat+x; £ 12, ))(Cﬁl'
X +2x,4 < 4,
3x, +x34+ x3+x5 £ 16,
Xiy X3y X35 Xyy X5 =z 0

(7x,+5x,+4x;+ x4 +4x5) » max;

b Xy— x2+X3 g 8, /f'
X+ X—%y S 11, ‘ M
xl+2x2—XJ+x_! é 10, l ’% L } /
Xyy Xy X3y Xy z 0, ¥—’//-J

(6?51 + 2.\'.'2 + 5x3 + 7364) — max,

¢) X +2x—%;  +x;
2%+ X+ X3+ x4+ x5
Xo+X3—X,+ X5

X1s X5 X35 Xy X5 &=
(22, +3x,+5x3+ 3x,+ 5x;5) —» max;

1

NV IA A IA

8,
1!
3,
0,
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d) x+2x,+x; 10,
Xi— X +x3 £ 12,
X+ x+x42x, < 14,
Xy Xos Xy5 Xy = 0,
(Tx;+Txy+4x;4+2x,4) — max.

IIA TIA

@/ Oldja meg a kovetkez6 normdl feladatokat! Mindegyik feladatnal irja fel azt a
(feladat megolddsa soran utolsénak elkészitett) szimplex tablazatot, melynek alap-
jan vélaszolni tud az aldbbi kérdésekre!

(1) Van-e a feladatnak optimélis megold4sa?

(2) Vannak-e a feladatnak alternativ optimumai?

(3) Hény optimdlis megold4sa van a feladatnak ?

(4) Van-e degenerélt optimdlis bazismegolddsa a feladatnak?

A (2), (3), (4) kérdésekre adott vélaszaban azt is hatdrozza meg, hogy melyek ezek
a megoldésok!

a) 2x, +X3— x4+ x5 = 10,
Xy  —2xs+2x5; < 14,
X—X—X3+ X+ x5 = 8,
X2—X3 +2x;5 £ 16,

X(s Xgy X3, Xgy X5 = 0,

(10x; +20x;+2x;+4x4+5x5) — max;

b) x + X3 +xs =

X3 TX4+ X5

3Ixx;—x+ x3+x4+xs

X, +2x3—x4+ x5
Xiy Xy X35 Xgy X5

(4x, +6x,+ Txy+3x,+10x;) - max;

8,

A
—_
L

IV A JIA |

o

c) X +x34x4

+Xx5

=< 20,

—3x,+x, < 22

X3+ X372y = 30,

x3+x5 < 32,

Xy X3y X3y Xgs Xy 0,
(3x,+8x;+10x;+ 15x,+4x;5) — max:

d) 2x—2x+ x3— x;+x5 < 10, —
X—2x— X3— X4+x; £ 6, P
—X 4+ X4+ 2x;+2x, £ 20, ~
— Xg— X3+ Xy tx5 = 8,
X1y X9y X35 X4y X5 = 0,
(3x; +4x,+2x;+3x,+4x;5) - max.
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77. Oldja meg a kovetkez§ Altaldnos alak( feladatokat szimplex moédszerrel! Elszér

78.

96

irja fel a feladatok dudlisit — ezek normadl feladatok lesznek —, és aztidn ezeket
oldja meg az ismertetett modszerrel! A dudl feladat optimélis megoldasidt mutatd
tabldzat egyuttal mutatja a primal feladat optimalis megoldasat is.

a) xi+ x+ x;
X— X3+3%;
—X;+2%,4 X3
Xi—2%+ X3
Xj— X3+ X3

X1y Xp, Xg
(5x;+10x,+15x,

)
- -

IV IV IV IV IV
e

i

min;

b) x;+x;
Xy+ X3 ,
X;+x3 = 6,
Xy +x 2 4,
Xo+x3+x4 = 10,
Xys Xy X35 X4 = 0,
(2, +x,+ x3+x5) - min;

v v

8,
8

€) —2x—x— X3+ x1+2x5 £ 2,
X 26+ x—2x5 =3,

X + x—2x—2x5 = 0,

X3 —2x4—2x5 = 2,

— x3—2x4+ x5 = 3,

Xys Xg, X3, X3y X5 = 0,

(12x, +5x,+20x;3 -+ 10x4 +24x5) — min;

—XyF+X;— x4 = 2,

X dx— xg = 3,
—Xi—X+ X+ 3 = 1,
Xy — Xy é 03
Xys Xas X5 Xk =0,

(2%, +x,+5x;) — min.

Irjon fel egy olyan normal feladatot, melynek optimélis megolddsa az x vektor, ha

a) x* =[3;4; 5], b) x* =[2;0;7],
c) x* =[1;0;1; 0], d) x* = [0; 0; 0; 0]!



79. Irjon fel egy olyan normal feladatot, amelynek alternativ optimumai vannak, &s
egy optimélis megoldésa az x vektor, ha

a) x* = [4;5;7],

c) x* =[4;1;0;2],

80. fIrjon fel egy olyan normal feladatot, melynek az x vektor degenerélt bazismegold4-

sa, ha

a) x* = [3; 5; 4],

¢) x*=11;2;1;2],

81. Iijon fel egy olyan normal feladatot, amelynek végtelen sok optimélis megold4sa
van, de nincs alternativ optimuma, és optimélis bazismegolddsa az x vektor, ha

a) x* = [6;2; 1],

c) x* = [4;3;2;1],

8

ko

lehetséges nem bazismegold4sa az x vektor, ha

a) x* =[3;7,;9],

¢) x* =[2;1;0; 2],

. Irjon fel egy olyan normél feladatot, amelynek nincs optimélis megoldésa, de egy

83. Irjon fel egy olyan normél feladatot, amelynek nincs optimélis megolddsa, de egy
lehetséges bazismegold4sa az x vektor, ha

a) x* =[3,7; 4],

¢) x* =[5;0;0; 3],

84. Az alabbi tdblazatokat egy-egy normél feladat megoldédsa sorén kaptuk. frja fel az
eredeti feladatok optimdlis megoldésat (vagy optimalis megolddshalmazit), és mond-+
ja meg, hogy a dudlis feladatnak hany optimalis megold4sa van!

0

Ao =Loye, ]

X1 X2 Uy Uy
w | 0 0 —1 1| 6 z =40
%l 0 1 4 1 4 A b
u |1 1 0 0| 10 e m
x| 1 0 1 —1 4 %y opl oy 2
3 =2 —F —i

—80 (_Aj ’["/ T3 %y ‘_]
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b)

#

d)

m:[ola,{y J’j
LL) [ Y, O/ ,o]

(g) frja fel a feladat optimélis megoldast!

b) firja fel a duslis feladat optimélis megoldasat!
¢) irja fel az eredeti feladatot a szokésos forméban!

xl Xy uz uy
2, =56
‘x| 2 1 0 1 8 Xo= A Nig-) ‘Kf/
X3 1 2 1 0 8 X ( )
w|—1 —1 —1 0] 0 we=[3,%) 0]
ug | —1 —1 0 —1 0
0o —8 —4 —3 |56 _ »)ﬁ*
X1 U X3 W us [ /49 QLI 4‘W4 LN
3 ' Wb i
Xy 2 0 1 1 1 12 (A v N
| @ =1 O @ 1 6 A L _
X5 2 —1 1 1 2 10 iy ' 0.1
x| 1 —1 0 1 1 4 5 M
My -
-29 15 —7 —20 —28 |—I168
/
¥y iy X3 Uy X5 A ryuuw-«j %&J‘d' ':
iy opl_Hrra o
%) 6 & o — -4 1 ,.,k_x[on/ o]
w| 3 0 1 I | 18 2 4
x| 0 1 1 0 —i 2 Y "‘a’”’“ o I P“_
el 3 3 1 1 0 20 ks A N
e~ ﬂ- i~
3 —10 =5 —6 0|16 ook 9% 4]
: A_ Z@
Egy normél feladat megolddsa sordn a kovetkezd tablazatig jutottunk:[ :
:4 -La e, 1o "J
U, Uy X3 Xg X5 —
x| 0 1 0o 1 0 12 \ »
Uy —1 1 3 J 1J (1) —— ‘i L\ ‘:‘,\'y‘ : H L L
x| 1 — =1 - 0 2 T M | o= )/w
o =
Uy 0 1 1 2 1 ]2 Y ‘(M 1\““
“ ¥
—3 0 5 2 2 —42
1 M Frefe Fo =7




#) c/}k_\

(jﬁ’, Egy normél feladat megolddsa sordn az aldbbi tablazatig jutottunk: Yo ™7 Uy
X, Uy X3 Uy X5
w |1 0 1 0 1 20
| I =1 @& 1 @ 20
x| 1 1 1 0 40
|0 1 0 —1 1 10 .,
. \,;-W’{’?ﬂ
0 —8 0 0 0 |—400 Joo, ,,PI"
uﬂ- af‘W! i

a) Irjon fel legaldbb hirom olyan bizismegoldast, mely egytttal optimélis megold4s is!
b) Irja fel a dual feladat optimalis megoldasat! (j ¢ »z A d ,

c) Irja fel az eredeti feladat célfiiggvényét! .. / v 2y 1.-.- }/ e

- B Y ‘t‘!‘-z" L e o f LL [ "' {1

) ngy normdl feladat egy optimdlis bazismegolddsit a kdvetkez8 tdbldzat mutatja: f

a O“v‘)’ w-.wJ‘ M é.b[ u\w'{' rb-‘-r?..nl'h\_ L e e
{

ul‘ xl u3 Uy Xy
x| O 0 1 0 4 8 X3
? uy 1 0 —1 1 1 2 w1
| & |1 1 0 —1 0 4y
%< Nl 1 AT | 0 w4 g
LAl "
e -3 =3 0 21— |-
Y Al p Ui 4 g
Vg / I £
/ /a) Hény optimélis megolddsa van a primal, illetve a duéf)feladatnak'? . Yo ks [£ %
' \b)/ Irja fel a primél feladat optimé4lis megold4sait! \ \ ‘j} Y
\ frja fel a dual feladat optimalis megoldésait! \ i '"_," o
d Hatéro meg az eredeti feladat feltételrendszerét! ) I O
LSt vemrdstinlon £ ; Py ¢ A

88. Egy normdl feladat megoldé4sa sor4n az alabbi tabl4zatot kaptuk:

P ;
No, 4, 2,0
4 X1 Uy Uy X5 _':‘?, Lvl 17 l

x | 1 (RS S 5

u, | 0 1 1 —1 2 2
\ =13 0 —1 —3 —1 —20,5

, 99
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A DAL 5 Iney i
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a) irja fel a norm4l feladat optimalis megoldasainak halmazat!
b) Irja fel a dudl feladat optimalis megoldasat!
¢) Optimalis megoldéasa-e az eredeti feladatnak az x* =[1; 5; 4; 4; 0] vektor?
d) Hatdrozza meg az eredeti feladat induld szimplex tablazatat!
\
89. Egy normél feladat egy alternativ optimalis megoldasit a kovetkezd szimplex tab-
4zat mutatja:

X Uy Uy Xz Uy
X5 1 —1 2 1 1 3
s 0 1 0 1 6
xy | —1 0 1 1 (V] 1
Uy 1 0 1 0 2
—1 o —2 —1 3 —17

a) irja fel a normaél feladat optimélis megolddsait!
b) irja fel a dual feladat optimélis megoldasat!
¢) Milyen o érték esctén lesz az eredeti feladatnak optimilis megolddsa az x* =
= [0; 0; 6; 1; o] vektor? 1((.,4’:{' e, 6,1, j'_'[ ,\'(‘3' o o0 61/ 71 4
d) irja fel az eredeti feladatot! 5 4(7-A)2 = F° 1A AR
A demal | |, Mgp' _;,g(v ) b X ET

LY RA g Y
Fna @gy normél feladat megoldésa sordn az aldbbi tablazatig jutottunk: 1 &L f}
:____/

’7// Xy Xy X3 X4 Uj
J w (L] 3 2 2 1 |20
w| 2 5 50 2 2 |48
x| 0 2 o 1 1, |16
wg|—1 —1 —1 0 —13] 0

. i Xy °
e“ ]):}? a) frjafel a primal feladat dsszes optimalis megoldasat! xu:i -4 a’, j:f e 16 |

e —
.

Ny ¢

N s

=

b
N\

~b) Optimalis megoldasa-e a feladatnak az x; = [8;05:5; 0; 16] vektor s \
¢) Milyen o érték esetén lesz optimalis megolddsa a normal feladatnak az x;j
= [12; 0; 5; 0; o] vektor?  ham A

~2,-_ d) Lehetséges megolddsa-¢ a feladatnak az x; = [2; 1; 1; 1; 0] vektor? é’/ //
7Hrs g “fie

e) Hatarozza meg c értékét! ..(‘4// s

o, pud il YL o> o WLy i, ‘Z"l"'f.? |
v/ . A gy K L.
V, 5'7/_,/ {LUL‘_ ’gﬂ ‘ g}/ orfl ! /)

. . 7 ‘ . 4 G \1;}( 7)
Wbk L e 8y iy 0 Ot

o gt _
100 r;%-’%’ . ,éa, c// ./
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o
¢ (?7 Egy normadl feladat megoldésa sordn az alabbi tAblazatig jutottunk: ﬁ

L‘(,I/j 4“’%1

x 4 5 .
Uy X2 3 Xy Uy _.(%tl . \- LJ, &, i"] ;.7_‘ {a/' 70 ]
Xs 0 1 —1 2 1 10 i n s B
i | —1  —1 1 0 0 20 A.30+0=-A)0 = Clo
1 1 0 1 0 10 A=0,6 A
u 1 2 0 1 —1 30 : o o
4 !;’\() '\‘.;1 4 Oy “*i}:r,' Ay 2t 3¢ |
—5 =2 4 2 —1 ¢

a) Irja fel a primal feladat optim4lis bizismegold4sait és az optimalis megoldisok

halmazat!

- b)/Hatérozza meg «, i, y, 6 értékét tigy, hogy az x| = [x; ﬂ;éq.; v: 8] vektor opti-
" malis megoldésa legyen a normal feladatnak!

¢) Milyen p érték esetén lesz az x; = [4; 0; 25; p; p]

hetséges megolddsa? A taill san. a4l / 5k
~-d) Léteznek-¢ olyan g, r, s, ¢ pozitiv szimok, hogy az x}

‘vektor az eredeti feladat le- T

x50l & a Bepsdl v~ |
fz Lo A Byt ey }\hwt
=105 ¢; r; s; 1] vektor . sda.

lehetséges bazismegolddsa legyen a normaél feladatnak? 2 R
/ Hat4 értékét! 7 - W‘/ 4 3
e) Hatdrozza meg c ér % d.:}\.-\;/\/{i 7 "‘./_'LE” oA »Q.,,@_’ u "Zg/
92. Egy normél feladat optimélis AeEOlIAAT HiaTa 3 IwBMloz6 thblizat: /
x] x2 u1 uz L I'\‘“A\
A Ld
X3 1 0 1 0 8 B =
Uy 1 1 1 1 18
X3 1 2 0 1 22
uy | —1 1 —1 0 D
—12 —4 —17 B —236

a) Hatdrozza meg a B paraméter értékét!

b) Mekkora a D paraméter értéke, ha azt tudjuk, hogy az x} = [1; 5; 5; 4] vektor
a feladatnak lechetséges megolddsa, de az x; = [1; 6; 5; 2] vektor a feladatnak
nem lehetséges megoldasa, tovabbd a D egész szam ?

¢) Lehetséges megolddsa-c a feladatnak az x; = [4; 3; 4; 3] vektor?

d) Hatdrozza meg az o, f3, y paraméterek értékét, ha azt tudjuk, hogy az =
= [0; a; B; y] vektor a normél feladatnak lehetséges bazismegoldasa, és a, f,

y > 0!

e) Mekkora a célfiiggvény értéke az x, bazismegold4snal?

N G ‘4, f'vJ *\—M"’M%m Bl Lond! £ b 3704
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/ "93. Egy normiél feladat megoldésa sordn a kovetkezd tablazatig jutottunk:

/ﬁ Uy Uy X3 X3 X5

wf 1 @ L @ 1| B
% o 1L L @ 2| n2
wm|l—1 2 2 2 4| 2
i —l —1 =1 @& &) b

ﬂ J Hat4rozza meg a B paraméter értékét!
b) Mekkora a D értéke, ha azt tudjuk, hogy a feladat egyik alternativ optimuma
_ degeneralt?
/ c) Mﬂycn hatirok kozotti értékeket vehet fel az o paraméter, ha azt tudjuk, hogy
az x; = [o; «; 5; 1; o] vektor lehetséges megolddsa a normél feladatnak?
¥ d) Hatirozza meg a p, ¢, r paraméterek értékét, ha azt tudjuk, hogy az %o =
e = [p; q;0; 0; r] vektor lehetséges bazismegoldésa az eredeti feladatnak, és p,
P e 0!
(e}’ Mekkora a célfiiggvény értéke az x, bazismegoldasnal?

(
/
L

~
1‘ 94J Egy normél feladat optimélis megoldésat az alabbi tdbldzat mutatja:
| S
Uy X2 X3 Uy Uy
%y 1 1 1 0 100
X3 1 0 o —1 1
Xa —1 0 0 1 0 lg 0 t) La. .x.rpi_.
ol = 1 =1 A <\1‘“tl; .
oyl v 'H*
—8 D —4 —2 —2 |—1260 ransid !

Errél a normé] felade%tmmogy_ﬁlﬂ‘gptiméﬁs megoldasa
van, és awwmték kozott van zérus is./ vissin o
~a) Hatlrozza meg az A paraméter értékét!  § 354 - 3tra jd‘ wd orddinn ! 4
Lb ) Legaldbb mekkora a B paraméter értéke? Milyen B érték esetén lenne az optimé- - ¢
lis megoldas degenerélt? 2
¢) Hatarozza meg a D paraméter pontos értékét! A+ “4‘-1'- + M’L’_‘ P/l X1 ,77,//4@
 d) Hatirozza meg, hogy az x; = [10; 20; 30; 40; 40] vektor ieiletségcs megoldésa—e
az eredeti feladatnak! A By D s E ol ol x5 Ay o )
Milyen B érték esetén léteznck olyan a, B, y, & > 0 valés szdmok, hogy az X = Y
\ = [a; B; 0; y; 6] vektor nem degeneralt lehetséges bazismegolddsa legyen az ere- /
,/ deti normal fe]adatndlﬂ?

Moy potbn o A kel 1LY 4,1{,%/ Gk,
102 Y ddet
ﬂuf‘% |

Py oy 1



95. Az aldbbi tiblizat egy normal feladat optimélis megolddsit mutatja:

Xy uy X3 Xy Uy

X, 2 a —1 —1 -1 o
1 1 1

u |—lI -1 —— - —— 2
2 2 2
1 1 1

U, 4 1 — - —= 6
2 2 2

x5 |—1 0 1 1 1 18

-1 —4 -3 -3 —5 —134

a) Hatarozza meg az « paraméter értékét!

b) Irja fel az eredeti normal feladatot a szokésos forméban!

c¢) Legfeliebb mekkora lehet a f értéke, ha azt akarjuk, hogy az x; = [1; 6; 3; 8; 1]
vektor lehetséges megoldasa legyen az eredeti feladatnak?

d) Léteznek-e olyan zérustdl kiilonbéz8 k, I, m, n valés szdmok, hogy az x; =
= [0; k; I; m; n] vektor lehetséges bazismegolddsa legyen a normél feladatnak ?

e) Hogyan kellene megvaltoztatni (mekkordnak kellene lennie) az eredeti feladat

célfiiggvényében az x; valtozd egyiitthatdjat ahhoz, hogy a feladatnak alternativ
optimuma legyen?

96. Egy normal feladat megolddsa sordn az aldbbi téblazatig jutottunk:

X1 Xa Uy Uy X5
U, 1 0 —1 1 1 8
X | 0 1 y 0 2
Uy 1 1 0 0 1 8
ﬂ xg | O B 0 1 0 7
el g Y
ch"‘ 0 10 —8 —1 10 | e

a) Hatdrozza meg az o, i, y és ¢ paraméterek értékét, ha azt tudjuk, hogy az eredeti

feladat célfiiggvénye: (18x,+19x,+8x;+9x,+10x;5) és ennck maximumét ke-
ressiik!

b) Irja fel az eredeti normal feladatot!
¢) Hatérozza meg a normél feladat optimalis bizismegoldasait!

7 7 5
d) Optimélis megolddsa-¢ a feladatnak az x| = |2; E; 2 5; ] vektor ?
e) Legfeljebb mekkora lehet a k és / paraméterek értéke, ha azt akarjuk, hogy az
x; =[2; 5; 2; k; 1] vektor lehetséges megolddsa legyen az eredeti normaél
feladatnak?

103



139. Harom alkatrészt (A4, 4,, A;) hirom gépen (G,, G,, G,) lehet megmunkalni. Mivel
a gépek kiilonboz6 tipusiak és kiilonbozs életkortak, azért az egyes alkatrészek
megmunkaldsinak fajlagos idGsziikséglete az egyes gépeken kiilonbsz8. Az alabbi
tablazat mutatja az egyes gépeken egy alkatrész megmunkéldsahoz sziikséges id6t
(6rdban), az egyes alkatrészek eladasi 4rt, valamint egy gépéra koltségét (szaz fo-
rintban ) és az egyes gépek gépora-kapacitisat :

Alkatrészek
Gépek 1 gépora koltsége | Gépek kapacitisa
A, A 4,
G, 0,2 0,1 0,05 30 40
G, 0,6 0,3 0,2 10 60
G, 0,2 0,1 0,3 20 30
Ar 0 16 12

Feltéve, hogy mindegyik gép barmelyik alkatrész megmunkaldsdra alkalmas, és az
A, alkatrészbdl legfeljebb annyit szabad megmunkalni, mint a masik kett6bdl dssze-
sen; irja fel annak a termelési programnak megfelel modellt, amely annak a pénz-
Osszegnek a maximumdt eredményezi, amelyet tigy kapunk, hogy az 4rbevételbél
levonjuk a gépoérakoltséget. (Azt is hatdrozza meg, hogy melyik gépen hény darabot

célszerli — az adott feltételek mellett és cél esetén — megmunkélni az egyes alkatré-
szekbdl!)

R

' 140. \Hatérozza meg, hogy az aldbbi allitdsok koziil melyik igaz és melyik hamis! (Vélaszat
indokolja!)

a) Egy feladatnak mindig van optimalis megolddsa, ha a lehetséges megolddsok hal-
maza korldtos és nem iires.

I b ) Ha egy normél feladatnak pontosan két alternativ optimalis bazismegolddsa van, "
akkor az optimélis megolddsok halmaza mindig korl4tos.

¢) Alinedris programozasi feladatok lehetséges megoldasainak halmaza zart.

- d) Egynormil feladatnak mindig van lehetséges megoldésa. _ W .

/- e) Bgy normél feladatnak mindig van optimélis megoldésa, 1 & wdl w— o

1 f) Az AX< b, x 2 0, ¢*x - max feladatnak mindig van optlmahs megoldasa, ha

) A=>06b>=>0. C,j JM A?u*wlt{_, www[j Cug}‘ Mrudml/é‘v

/8 g) Ha egy normal feladatnak van lehetséges megoldasa, akkor dudljanak is van le- |

‘2\ hetséges megoldasa. 24w 2k fardin /) M}-y -MQ,J}H & ownta,

h) Ha egy normal feladat dualisinak ninc lehetseg'é’s’{fﬁ’e'g%lf{s%q akkor a normél ‘
: feladatnak sincs lehetséges megoldasa. rae St

i) Ha egy normal feladat duslisénak nincs lehetséges megoldasa, akkor a normadl

feladatnak nincs optimélis megoldésa. by Sl 2 L-er 3 i fW""J
120 by ppliaba— vnr L 35—



/ \j) Ha egy feladatnak alternativ optimumai vannak és ezek kéziil egyrél tudjuk, hogy
) az degeneralt, akkor minden optimalis megolddsa degeneralt. A A Ay
j’\, k) A szimplex médszernél a legnagyobb célfiiggvénybeli elem felett kell a generald
elemet vilasztani, mert ekkor nd legtobbel a célfiiggvényérték.
v 1) Van olyan feladat, melynek minden lehetséges megoldasa egytittal optimélis
: megoldas is.
f;\- m) A normdl feladat minden lehetséges megoldasa mindig el8allithaté az L halmaz
csiicspontjainak konvex linedris kombindcidjaként.
A n) Ha egy normél feladatnak lehetséges megolddsa az.x| =[1; 3;—3; 7] és az
x, = [1; 6; 6; 1] vektor, akkor lehetséges megolddsa az x* = [1; 5; 3; 3] vektor
. Is. A Ka (?A)“_:-)(ﬁ,/{,) j}*"""""""b
' @) Ha egy feladatnak van optimélis megoldésa, akkor az csak az L halmaz csticspont-
jaban lehet.

Boppn L agy B 6 o

¥ |
- 0. ;:\W,[z* a '/%M%/
[":yf(-" {'-;_ Gy px\t‘ V\’x
|l kﬁl. F
.{%\,{ f,i"\Ar’/ : fm?“"” VR J S
4
/ /
higps> & e > -
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9. A moddositott normal feladat megoldasa

A primdl szimplex mddszerrel ez ideig csak normal alaki feladatokat tudunk megoldani.
A valosdgban azonban nemcsak ilyen alaku feladatok vannak. Valamivel nehezebb a
helyzet, ha a feladat feltételei k6zott szigorii egyenldségek is szerepelnek. Az

Ax Z by,
A,x = b,,
x = 0,
bl g Os bz ; 0:
z= c*x— max

alaku feladatot modositott normdl feladatnak nevezzik.

Lathat6, hogy itt a feltételeknek két csoportja szerepel. Az egyik csoportban csupa =
irAnyi egyenlStlenség, mig a madsikban csupa egyenl§ség van. Tegyiik fel, hogy az A,
(kxn), az A, pedig (/><n) tipust matrix! Igy 6sszesen k+/ feltételiink és n ismeretleniink
van. Irjuk most fel a fenti médositott normal feladat kanonikus alakjat!

A x+Eu = by,
Ax = b,,
x=20uz=0,

by =0,b, =0,

z = ¢¥*x - max.

A E| [x b,
A, 0] |u b,
x=0,uz=0,
z= c¢*X —max.

Osszevontabb forméban:

Ennél a kanonikus alaknél az egyiitthatémétrix (k +/) X (n+k) tipusi, és egydltalan nem biz-
tos, hogy tartalmazza az oszlopvektortér trividlis bazisat, vagyis a k+/ szimu egységvek-
tort. Ezért nem all médunkban egy kiindulé lehetséges bazismegoldast felirni. Mig a nor-
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mal alakd feladatnak mindig van megvalésithaté megolddsa, tehdt az L halmaz sosem
iires, addig a moédositott normal feladatnal az L halmaz iires is lehet. A mddositott normal
feladatot Un. mesterséges (nem valddi) eltérésviltozok bevezetésével atalakithatjuk normaél
feladatta. Tgy megoldasa is, bizonyos médositéssal visszavezethet normal feladat megolda-
sara.

A feladat megoldésa érdekében mindazon feltételekhez, amelyeknek egyenl@ség forma-
jaban kell teljesiilniok, rendeljiink hozz4 egy-egy mesterséges eltérésvaltozot oly médon,
mintha azok eredetileg < formdajaban lettek volna adva. Ezeket a véltozékat csillaggal
jeloljitk meg, ami azt jelenti, hogy az eredeti feltételek csak akkor teljesiilnek, ha a csillag-
gal megjeldlt eltérésvaltozok értéke zérus. Ezek alapjin a feladat kanonikus alakja:

Ax+Eu =b,
Ax+Eju, = by,
x20,u 20, %y 20,
z = ¢*X— max.

Ennek a kanonikus alaknak a feltételrendszerében mér szerepel a (k+/)-edrendii egy-
ségmatrix, vagyis a feltételrendszer egyiitthatémdatrixa &ltal meghatdrozott oszlopvek-
tortér trividlis bazisa. Igy fel tudjuk irni a mesterséges eltérésvaltozékkal kiegészitett
kanonikus alakhoz tartozd normél feladat induld szimplex tdblazatit, amely a kovetkezs:

x*
*u: A2 bz
c* 0

Ez a szimplex tdblazat csak olyan megoldast ad, amelynél az eredeti feladat feltételrendsze-
rének elsG csoportjaba tartozo feltételek (A;x = b)) teljesiilnek, mig a masodik csoportba
tartozék (A,x = b,) nem teljesiilnek. Ez tehat az eredeti feladatra nem ad megvaldsithatd
megolddst; egy megvaldsithaté bazismegoldasat adja viszont az

Ax=E by,
AX = by,
x =0,
bl g 0: l’2 .g 0:
z = ¢*X — max

normdl feladatnak. Feladatunk egy megvaldsithaté bazismegoldasat akkor kapjuk, ha az
*u,-vel jelolt valtozéknak megfeleld egységvektorok kikeriiltek a bazisbol. Arra van tehat
sziikség, hogy a mesterséges eltérésviltozokkal bdvitett feladatot megfelelé bézistransz-
formacidk segitségével alakitsuk tgy, hogy valamennyi *u;viltozé kikeriiljon a bazisbdl.
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Ha ez nem valésithaté meg — vagyis a feladatnak nincs megolddsa —, azt ki tudjuk mu-
tatni. Aztdn amennyiben ez sikeriilt, tehat egy megvaldsithaté bézismegolddsunk van,
akkor a kapott programot addig kell javitani, amig az optimalis megoldishoz eljutunk.
Kérdés azonban az, hogy a generéld elemeket milyen szempontok szerint vélasszuk, hogy
elébb egy megval6sithaté megoldast, majd ennck fokozatos javitdsaval az optimalis meg-
oldast kapjuk meg. Ahhoz, hogy erre vélaszt adhassunk, még néhany dolgot meg kell vizs-
gélnunk.
Az
Ax= b,

feltételrendszer mindkét oldalat szorozzuk meg balrdl az tin. dsszegez8-sorvektorral:
1*A,x = 1*h,.

Lathat6, hogy az 1*b, szdm fels6 korlatja az 1*A,x fiiggvénynek. Mivel eredeti feladatunk
feltételei kozott szerepel az A,x = b, egyenldség, azért a fenti egyenl8tlenségbdl kovet-
kezik, hogy a médositott normal feladatnak csak akkor van megval6sithaté megoldésa,
ha a feltételei 4ltal meghatdrozott halmazon az 1*A,x fiiggvény fel tudja venni maximélis
értékiil az 1%b, szdmot. Igy elsGsorban az 1*A,x fiiggvény maximumat kell keresni az L
halmazon, azért ezt is tekinthetjilk célfiiggvénynek, mégpedig a feladat szempontjabol
méasodlagosnak, mig a szimplex moédszer alkalmazasdnak szempontjabol elsddlegesnek.
Mi a feladat szempontjabol nézziik, és ezért az 1*A,x fiiggvényt a tovabbiakban mdsodla-
gos célfiiggvénynek nevezziik. Ennek alapjan vissza tudjuk vezetni a mddositott normdl fel-
adat megolddsdt normdl feladat megolddsadra.

A kovetkez6 mddon jarunk el .Megkezdjiik a feladat megoldésit a masodlagos célfiigg-
vény, az 1¥A,x fiiggvény szerint. Ennek megfelelden valasztjuk a general6 elemeket, és
végezzitk az elemi bazistranszformdciokat mindaddig, amig kideriil, hogy

a) vagy fel tudja venni a masodlagos célfiiggvény az 1*b, értéket az adott feltételek
mellett, és akkor a médositott normal feladat egy megvaldsithaté megolddsihoz juthatunk ;

b) vagy nem teljesithet8 az 1*¥A,x = 1*b, feltétel és akkor a feladatnak nincs meg-
olddsa (a feltételrendszeren beliil ellentmondas van). A moédositott normél feladat megolda-
sanak ezt a modjat kétfazisii (kétfokozata) szimplex eljdrdsnak nevezzik.

Az elmondottaknak megfelelden az alabbi kibGvitett tablazatbol indulunk ki:

x*
u A, by
*u, A, b,
c* 0
1*A, 1*b,
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A tablazat egy sorban — az utolsé sordban — kiildnbdzik a megfelel§ szimplex t4bla-
zatt6l. Ez a kiegészit§ sor a masodlagos célfiiggvény egyiitthatéit tartalmazza megfelels
sorrendben. Az utolsé eleme pedig azt a maximalis értéket mutatja, amelyet a mdsodlagos
célfiiggvénynek fel kell vennie ahhoz, hogy megvalésithaté megolddshoz jussunk. Megva-
16sithaté megoldashoz pedig akkor jutunk, ha a mesterséges eltérésvaltozdk kikeriilnek
a bazisbol. A csillaggal megjelslt valtozok bazisbél valé kikeriilésiik utin nem keriilhet-
nek tjra vissza a bézisba, mert akhor nem kaphatunk megvalosithaté megolddst. Ezért
nem is tiintetjiik fel Sket azokban a tabldzatokban, amelyeket a bazisbdl vald kikeriilésiik
utdn kapunk. Ezzel kapcsolatban bizonyithaté a kévetkezd tétel -

Ha a kiinduldsul szolgdlé médositott normdl feladatnak van megvalosithatd megolddsa,
akkor a mdsodlagos célfiiggvény szerint végezve a programozdst, a csillaggal megjeldlt el-
térésvdltozok sorra kikeriilnek a bdzishdl. A visszamaradd tabldzatban pedig a kiegészitd
sor dsszes eleme zérussa vdlik .

Ha a csillagos eltérésvéltozok kikeriiltek a bazisbbl, akkor a tdblizat a médositott nor-
mal feladat egy Ichetséges bazismegoldasat mutatja. Ett6l kezdve — ha a tovabbi generals
elemeket a primal szimplex eljardsnal megadott médon vélasztjuk — minden tablazat
a modositott normdl feladat egy megvalésithaté bazismegolddsat adja. A célfiiggvény
értekét addig javitjuk, amig az optimélis megoldést meg nem kapjuk.

Ha a célfiggvény nem korldtos, akkor a médositott normdl Seladatnak nincs optimdlis
megolddsa.

Ha a mdsodlagos célfiiggvény nem tudja Jelvenni a maximalis értékét, akkor a médositott
normdl feladatnak nincs lehetséges megolddsa. Ez a szimplex tablazatban 1gy jelenik meg,
hogy a kiegészitd sorban nincs pozitiv elem, de az utolsé oszlop utolsé eleme pozitiv. (Ez azt
is jelenti, hogy a feladat feltételrendszere ellentmondésos.)

Az eljarés jobb megértése céljabol oldjuk meg a kovetkezd médositott normal feladatot !

Xy +4x,+ x4+ 2x, 90,
3x, + xg+2x5 £ 50,
X;+2x, + x4+ x5 = 60,
X +x; + x5 = 80,
Kps Xy X3, Xy, X =0,
z = (4x;+3x,+ X3+ 5x;+x;5)~ max.

IIA

Ha a feltételrendszer jobb oldalan 4ll6 mennyiségek kapacitdsokat jelentenek, akkor a
harmadik és negyedik egyenlet megfelel annak a kikotésnek, hogy olyan programot kell
késziteni, amelynél a harmadik és negyedik erdforrds 100° o-1g kihaszndlédik. Természe-
tesen a gazdasagi €let teriiletén sok mds olyan feltétel van, melyek matematikai formaja
egyenlet.

A feladat indul6 téblazata:
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X xZ X3 X4 X5
u, 1 4 1 2 0 90
y 0 3 0 1 2 50
*uy [1] 2 0 1 1 60
*uy 1 0 1 0 1 80
4 3 1 5 1 0
2 2 1 1 2 140

Mivel a harmadik és negyedik feltételnek egyenlSség formédjaban kell teljesiilniiik, azért
a nekik megfelel§ eltérésvaltozok nem valodiak, és igy azokat csillaggal jeloltiik meg.
A miésodlagos célfiiggvény egyiitthat6it gy kaphatjuk egyszeriien, hogy a tébldzat belsd
négyzetének utolsd két sorat dsszeadjuk. Ez a tibl4zat még nem ad megvaldsithaté meg-
old4st. A generalé elemet most a masodlagos célfiiggvénynek megfelelden valasztjuk,
vagyis ott, ahol a legnagyobb mértékben javul a masodlagos célfiiggvény értéke. Jelen eset-
ben a harmadik sor elsé eleme lesz a generdlé elem. Mivel az *u; kikeriil 2 bézisbol, azért
a neki megfeleld oszlopot elhagyjuk:

X X3 Xy X3
u 2 1 | —1 30
Uy 3 0 1 2 50
X, 2 0 1 1 60
*y, —2 [1] iz 0 20
—5 1 1 —3 —240
—2 1 —1 0 20

A masodlagos célfiiggvény sordanak csak a masodik eleme pozitiv, azért csak ebben az
oszlopban lehet generélé elemet vélasztani. A generalé elem vélasztdsa egyértelmii. Most
az *u, eltérésvéltozénak megfelels oszlop is elmarad:

X Xy Xz
y 4 —1 10
4y 3 1 2 50
X, 2 1 1 60
%3 —2 | 0 20
—3 2 —3 —260
0 0 0 0
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Léthat6, hogy a csillaggal jelslt vaitozok eltiintek, ugyanakkor a masodlagos célfiiggvény
sordnak minden eleme zérussa vélt. Ez a tablazat a feladat egy megvalosithaté megoldédsat
adja, mely a kovetkezd:

x* = [60; 0; 20; 0; 0], =z = 260.

Meggy8zddhetiink réla, hogy ez a vektor feltételeinket kielégiti. A tovabbiakban a javita-
sokat az eredeti célfiiggvénynek megfelelden végezziik el. Mivel a téblzat utols sordban
(nem a kiegészit§ soraban) van még pozitiv elem, és felette is talalhatd pozitly szdm, azért
a program még javithatd. A szokdsos modon elvégezzik a transzformaciét:

X2 Uy X5

1 1

Xy 2 E '—5 5
1 5

Uy 1 "—5 E 45
1 3

X 0 —-5 5 55
1 1

—7 —1 —2 —270

Most mér az optimalis programot kaptuk, mely a kévetkezd:
Xy = [55; 0; 25; 5; 0] és z= c*x, = 270.

Lathaté, hogy u,= 45, vagyis csak a masodik feltétel nem teljesiil egyenlSség formdjaban.
Valtoztassuk meg most eredeti feladatunkat oly médon, hogy a negyedik feltételnél a

kapacitds 80 helyett 140 legyen! A t5bbi komponens legyen véltozatlan. Oldjuk meg most

feladatunkat! Az indulé tdblizat mellzésével csak a mésodik téblazatot irjuk fel.

X, X3 X3 X5
y 2 [1] 1 —1 30
4y 3 0 1 2 50
Xy 2 0 1 1 60
u, | —2 1 —1 0 80
-5 1 1 —3 —240
—2 1 —1 0 80
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Most a masodik oszlop elsd elemét kell generalé elemnek valasztani. Az u, cserél szerepet
az x;-mal. Az u; nem csillagos valtoz6, tehit a neki megfeleld oszlopot nem szabad el-

hagyni:

xZ Uy X4 X3
X3 2 1 1 —1 30
thy 3 0 1 50
X 2 0 1 1 60
*iq4 —4 —1 —2 1 50
—7 —1 0 —2 —270
—4 —1 —2 1 50
Csak a negyedik oszlop masodik elemét valaszthatjuk generald elemnek.
Xy iy Xy Uy
7 3 1
JC3 v ] == = 55
2 2 2
3 1 1
X5 == 0 = = 25
2 2 2
1 1 1
X - 0 = — 35
2 2 2
*uy ._]_1_ —1 _E ,_L 25
2 2 2
-] —1 1 1 —220
T " £
— —1 — == 25
2 2 2

Olyan tablazathoz jutottunk, amelynek a kiegészitd sordban nincs pozitiv elem, és az utol-
s6 osz'op utolsé eleme (25) pozitiv szdm. Ez azt jelenti, hogy a masodlagos célfiiggveny,
1*A,x nem tudja felvenni az 1¥b, maximélis értékét. Vagyis a feladatnak nincs lehetséges
megoldasa, a feladat feltételrendszerén beliil ellentmondas van.
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Feladatok
=)
141,) Oldja meg az alabbi feladatokat!

./O
s fal X+ X+ x;
2x1— .xz + x4 ]2,

xls x2: x3s x4 0!
(7x;+3x,+4x,46x,) - max;

8,

IV 1A

b) x4+2x,43x,+x, = 14,
Xpb X3+xe = 8,

Xys Xgy X3, Xy = 0,
(4x;43x,+5x3+6x;) - max;

c) 2x;4+4x,+2x;+x, = 10,
I+ xX— 3+x= 7,
Xys Xgy X35 Xy = 0,

(6x; +8x,+3x;+ 5x,) — max;

d) x;+3x+x—2x, £ 11,
X+ X—X+ x4 = 10,
Xps Xa, X35 Xy = 0,
(4x; +5x,+6x3+ Txg)— max.
P
@2. Hatérozza meg az aldbbi médositott normal feladatok optimalis bazismegold4sait
-~ és az optimé4lis megolddsokhoz tartozd célfiiggvényértéket!

8 @ X +2x,4 3%+ x,.=Z 16,

& X+ Xx3+2x, = 10,

X— X+ X3+ Xy 6,

Xy X9y X3, Xy 0,
(4x,—5x,+6x;+8x,)— max;

v 1l

b) 3x, +x; = 15,

X1 +2x3+x3+2x4 £ 20,

3xybxy— xy = 14,

X1y Xgy X35 Xy = 0,
(5x;+9x,+ 5x3—3x,) - max;

¢) X—X+2x3+x, = 8,
X +X— X3+xy = 10,
2% 40+ x3—xy = 16,
X1a Xoy X3, Xy =0,
(4x;+3x,—x3+x;) - max;
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d) x;+2x;—x3+2x4 = 10,
Xo+X3— X4 = 12;
X+ X+ 4+ x= 13,

b N > S =0,

(2% + 3x,—x3+ 3x,) —» max.

{ irja fel az alabbi moddositott normél feladatok induld szimplex tablizatat, és hata-
(o rozza meg az optimalis megoldést add tablazatot! Ezek alapjan mondja meg, hogy

az egyes feladatoknak hany optimdlis megoldésa van, és irja fel ezeket! -

@ 3x1+x2 +x4+X5

= 13,

X +xX3—x4+x5 5 7,
2x; + X+ X3+ x4—x5 = 17,
X5 Xy X35 Xay X5 = 0,

(6x;+3x,+2x;+x4—4x5) - max;

’@ 2%+ X+ 203+ x4+ x5 = 21,

f X +x+3x—x4+ x5 = 20,
X—X +x4+2x5 < 12

Xps Xg, X3, Xy, X5 =0,

| (3x + xy—x3—x4+x5) - max;

@ 3x,+2x+ x3+2x,

3x,+ x+2x3+ x+ x5

X +3x, +2x;5
Xio By Mg X X

= 20,
]6

[\ ||

0

(4x,+6x,+5x, +x4+6x5)—» max;

'-@xl—xz+ X3+ = 10,
A x2+2x3—x4+x5 = 12,

xl -+ X3 +x5 = 14,

X{5 Xy X35 Xg5 X5 z 0,

(2x; +2x,+ 5x;+3x;5) —max.

"- 144. irja fel az aldbbi mddositott normal feladatok dudlisat igy, hogy az egyenl8ségi
_/ " feltételeknek megfelel§ eltérésvaltozok elGjelkotetlenck legyenek! Hatdrozza meg az

/2xl+x2+ +x4 = 20,
—X,+6x;+x, = 2,

kXt X =22,
' xl) xz, xjs x4 g 0!

(3% +2x,—x;) —» max;
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145.

b) Xy +2x3+x4+ x5 < 14,
X +2x+ x3—x3+2x5 = 16,
X+ X, + X4 = 9,
Xqy X3, X3, Xgy X5 = 0,
(5x;—2x,+ 8x; 4+ 8x4—2x;5)— max;

¢) x+2x—x3+xy = 12,
X +x, = 14,
— Xp+X3xy = 8§,
Xy, X3, X3, Xg = O,

(xy +x,—2x;—x,) — max;

o0

d) 3x+ xy—x3+ x4+2x;
2%+ x5+ x40— X5
Xy +2%,+ X3+ 2x,
Xyy X3, X3, X4y X5 = 0,
(2, +4x, +2x3+ 2x4—2X;) — max.

IV IA 11 1A
S

Oldja meg a kdvetkezd médositott normal feladatokat! Mindegyik feladatnal irja fel
azt a (feladat megolddsa sor4n utolsénak elkészitett) szimplex tdblizatot, melynek
alapjan vélaszolni tud az alabbi kérdésekre!

(1) Van-e a feladatnak lehetséges megold4sa?

(2) Van-¢ a feladatnak optimélis megold4sa?

(3) Vannak-e a feladatnak alternativ optimumai?

(4) Hény optimélis megold4sa van a feladatnak ?

(5) Van-e degenerélt optimélis bizismegolddsa a médositott normal feladatnak?

a) 2x, +x34+2x,+ x5 = 100,
x1+2x2 + x4+2x5§ ]20,
3x,+ x3+x; + x5 = 120,
X+ X3+x3+ x+2x5 < 130,

X1y X35 X35 Xy, X5 = Os

(4x,+Txy+9x3+ 5x4+ x5) = max;

b) —2x;4+3x;—x;+ x3+x5 = 10,
2x,+2x, +2x,+x5 = 8§,
3x—3x+x3+ x4+ x5 = 10,

X +2%+X%;+3x+x5 < 8,
Xy Xgy X35 Xy, X5 = 0,
(4x, +2X2+SX3+I4+2X5) = max;
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10. Az altalanos alakt feladat megoldasa

Az eddigiek sordn olyan linedris programozasi feladatok megolddséval még nem fog-
lalkoztunk, ahol = irdnyd egyenlStlenségek is szerepelnek a feltételek kozétt. Az ilyen
feladatokat dltaldnos alaki feladatoknak nevezziik, melyeknek matrixalgebrai forméja:

Ax £b,
1k2x G b?.:
Ax = b,
x =0,
by=0, b,=0, b; =20,
z = ¢*X — max.

Az ilyen feladatok nemnegativ eltérésviltozok bevezetésével konnyen 4talakithaték mo-
dositott normal feladatokké4 oly médon, hogy minden = irdnyd egyenlGtlenség bal olda-
14b6! kivonunk egy nemnegativ v; eltérésvéltozdt. Ezek alkalmazasaval feladatunk a ko-
vetkez8 forméban irhaté fel:

AXx = b,
AZX = bz,
AJX_EV = ba,

x=20, v=0,
b =0, b=0, by =0,
z = ¢¥X — max.

Ez pedig egy olyan médositott normél feladat, melynek indulé tablazata:

x* v
0, A 0 b,
*n, A, 0 b,
*u, A, —E by
¥ 0* 0
1*A,+1*A, —1* 1*b,+1*b,
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Oldjuk meg az alabbi altalanos alaki feladatot!

X, +2x, +x3+x5 = 110,
Xy +2x3+ x5+ x5 = 80,
3x+ x+x+x; = 70,
2x, +x5 = 40,
Xy Xaa )C3, X4y X5 g 0,

z = (x;+2x,+3x;4+2x;+3x5) — max.

A feladat utolso feltétele = irdnyn egyenlGtlenség. Ezt atalakitjuk egyenletté ligy, hogy

bevezetjilk a v, véltozét. A v; valtozénal az i index helyére célszerli azt a szdmot irni,
ahanyadik feltételnek az eltérésvéltozdja. Feladatunk a kdvetkezS alaki lesz:

X +2x; + x5+ x5 = 110,
X +2x34+ x4+ x5 = 80,
3x;+ x3+x4+x; = 70,
2x, +x5—vy = 40,

Xy Xos X3y Xy X3 g 0: Vi = O!
z = (x;+2x,4+3x;+2x,+3x;) —» max.

Mivel a feladatot moédositott normal feladattd alakitottuk, azért induld tablazata:

a1 2f o 1 1 0 | 110

fu, |1 0 1 1 0 80
*uy - S 0 70
*uy 0 2 0 1 —l1 40

1 2 3 2 3 0 0

A v, eltérésvaltozdk a tabldzatban ugyanolyan szerepet jatszanak, mint a primdl véltozok.
Maté els§ szaggatott vonal azt jelzi, hogy az alatta Tevs feltételeknek kell
egyenléség formdjaban teljesiilniiik, és igy a masodlagos célfiiggvény egyiitthatéit ezen
vonal alatt elhelyezkedd szimok oszloponkénti dsszegezésébdl nyerjitk. A programozast
a masodlagos célfiiggvény szerint végezziik. A kovetkezd téblazatok részletesen mutatjak

a programozais menetét :
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Xy X3 X3 X5 Vy
u, 1 —1 —1 0 0 40
*uu, 1 —3 | 0 0 10
x| 0 3 1 1 0 70
w, | 0 2 o [1]= 40
1 —4 1 | 0 —140
__________________________ 4 L
1 —1 1 1 —1 50
Xy Xy X3 Yy
ol (R e R | 0 40
*u, —3 1 0 10
x| 0 1 1 1 30
X5 0 2 0 —1 40
1 —6 1 1 | —180
1 —3 1 0 10
X X3 V4
w B =2 6 30
x; |—3 1 0 10
x| 1 1 [1]] 30
X3 2 0 —1 40
—3 0 1 |—190
0 0 0 0

Mivel minden csillaggal megjelslt dudlis véltozé kikeriilt a bazisbél, és igy a masodlagos
célfiiggvénynek megfelels sor minden eleme zérus, azért ez a tablizat mar egy megvalo-
sithaté megoldast mutat. Az is lithat6, hogy a célfiiggvény sordban van pozitiv szam,
ezért ez a tdblizat még javithat6. A harmadik oszlop harmadik elemét kell gener4lé elem-
nek valasztani. Ekkor a v, helyet cserél az x,-gyel. (Most mér egyetlen oszlopot sem ha-
gyunk el a a kovetkez8 tablazatnal.)
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Y 2 =2 0 30
x |—3 1 0 10
vy 1 1 1 30
xs| 3 1 1 70

—4 —1 —1 | =22

Az utolsé sorban csak negativ elemek vannak, igy ez a tdbldzat mér az optimélis megold4st

adja. A vy = 30 azt jelenti, hogy a negyedik feltétel bal oldala 30 egységgel nagyobb, mint
a jobb oldala. Az optimalis megold4s:

Feladatok

195. Oldja meg az aldbbi feladatokat!

a) xXi+x+2x;, < 5,
(' 2x+x4+ x; 2 2,
X1s X3y X3 g 0,

(%, +x,4+3x;) - max;

b) x+3x,+2x; = 12,
x1+2x2+ x; = 10,
Xis X35 X3 =2 0,

(2x;+3x,+4x,;) - max;

>

¢) X+ x3+2x,
X +2x+ x5
X1» X2y X3 = My
(3x;+10x,+4x;) — min;

-

v IV
o~

d) x; +x; = 10,

Xpt+x% = 8§,

Xy X, X3 2 0,
(x; +3x,—x;) - min.
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196. Hatirozza meg az alabbi 4ltaldnos alakd feladatok optimélis megoldésait és az op-
timélis megoldasokhoz tartozé célfiiggvényériéket!

a) x, +x3 = 6,
Xpt+Xs+ x4 =17,
XX+ x;+2x, = 9,
Xis X35 X35 Xy é O,
(4 + 5%, +4x;+ 5x,) — max;

b) x; +x3+2x,
X;—X3+ X4
x4 2x,4+ x5+ x4

X1s X20 X35 Xy

v IV A

6!

6,

12,

0’
46

(Txy+ x5+ -3—x3+x4) — max;

c) x+x + x 2 6,
X + X3+ x, 28,
X+ X 4+2%, 2%, = 8,
Xqy X3, X35 X3 =0,
(3x;+4x,+8x3+8x4) — max;

d) 2x1+ x2+ xa+2X4 g 8,

2x[+ x2+3x3 g 7,
6x£+2x2+5x3+ X4 = ]9,
X5 Xgy X35 X4 z 0,

(8x,+4x,+5x;+Tx,) — max.

197, Irja fel az alabbi feladatok indulé szimplex tdblazatét, valamint az optimélis megol-
dést ad6 t4blazatot a szokdsos formaban!

(/ a)l 3x, +2x;3+x5 = 12,

o X +x+ x5 = 4,
x2—|—3x3 . 4’4'7=_)L. = 3T )(u:

Xys Xg, X35 X3 =z 0,

(3x,—5x,+4x,—6x,) = min;

b) 2x;+x, +x4+ x5 = 16,

Xy + X+x4+ x5 =12,
X+ Xy+3x3 +2x5 = 18,
xp xzs xzs X4y X5 g 05

(2x; +5x3 4 %3+ Tx4+ 3x;5) — max;
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¢) x—xy+2x,
X+ X3+ x4
X + X3+ Xy
x+x, +2x,
X5 Xy X35 X4
(3x,+5x,+7x;+6x,) — min;

bt
~s S

IA IV IV IIA

v
o
=1

d) 3x, + X34+ x4tx5 2 3,

2x 4+ X, +2x3+ x44+x5 = 8,

X + x3+3x4 = 8:

x,+x2 +2x4+x5 g 4,

X5 Xy X35 Xy, X5 z 0,
(4, +7xy+3x3+ 5x4+6x5) — max.

‘\{y Irja fel az alabbi 4ltalanos alakd feladatok dudlisit ugy, hogy az egyenl8ségi felté-
teleknek megfelel eltérésvéltozdk elGjelkétetlenck legyenek! Hatirozza meg az op-

timalis megoldast adé téblazatokat, és ezek alapjén irja fel mind a primél, mind a
g dudl feladatok optimalis megold4sait!

7 ) '
/ / Z = . et
iy 2x1+x2 g 8, = 2 ¥4 = X3 — r{ \ ,(‘ L‘: L[ ')J \.-(4{ N
‘xl +x3 g 109 x'? i V_g "7 /¥ =
X +X+x; =-~123 , t X1 Xy =71 Mg gy =0

—
7 T &) <

X1s X2, X3 2 0 'V.w <l X z ?ji' U
W fe 0 TR =P
<7 (3x;+5x,+7x;) > max; \ — &\/(\H{\/Et. "
1 o T ~ P

A LA eesd
b) .xl +x3+X4 = 6, ) 1 V)

Al — 7
= e &
X, Axe > 4, ~//i//”

'_),"-\-i -.‘-'AL }Vl.].“ ’_;3
5.

L

2xl+xZ+X3+X4 é 9, 4 \ ~ L? bz 1
Xpy Xy X35 Xy =0, YT ttMt } “3 3 \ We=dguydtoin 4
(4x,+3x,+ Tx3+3x,) — max; N M 4 g, 4 iy Z # L7 aaa D
c) Xo— Xgtxy = 2, i
2%+ %5+ 2x, =< 14,
x; + X3+x, = 5,
X1+x; +x =5 9,
Xy X9y X35 Xy = 0,

(3x;+2x,+4x,+6x,) — min;

d) x— x; 4+ x4+2x;
X+ Xp+X3+2x,4+ x5
— Xp+X3— X4+ 2x5
X—2X3+X3— X4+3x; —4,
Xis X2y X3, Xys X5 0’
(2x,—x; 4+ x3—x,4+4x5) - min.

3,
14,
—6,

v IV A v
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239, Tekintsiik a kévetkez6 — a 238. feladat bizonyos fok altaldnositasdnak tekinthetd —

feladatot!
a™,+a"tx,+a" x4+ ... +a"tk"ix, < b,
an+1xl —|~a"+2x1+a"+3x3-i-...+a"+"xk = b
a""’le+a“+3x2+a"+4x3+...+a"+"+1x ; b
Fos Koy Xy s X =0,

(x-+2x,+3x5... +kx,)— max;
ahol 4, b, n > 0 és k 6tnél nagyobb egész szam.

Ezzel a feladattal kapcsolatban is vélaszoljon a 238. feladatban feltett a), b), c¢),

e), h) kérdésekre! A d) kérdés pedig igy mddosul, hogy mi lesz a feladat optimalis

megoldésa, ha az a paraméter végigfut a pozitiv valés szdmok halmazin, tovibba

a = b? Vagyis meg kell hatarozni azokat az intervallumokat, amelyeknek barmelyik

értékét veszi is fel az a paraméter, az optimalis program struktiirdja nem valtozik.
/N

240. ':}Tekintsiik az
. Ax = b,

| x=0,
[ ¢*x — max
|

ltaldnos alakl feladatot! Viéltozik-e az optimélis megolddsok halmaza, ha a fela-
dat minden feltételi egyenlétlenségének mindkét oldaldt megszorozzuk egy pozitiv
skalarral? Hogyan valtoznak a dudl feladat optimalis megoldésai?
241. Jelolje B azon b vektorok halmazit, amelyek esetében az
Ax < b,

x=0,
c*x — max

feladatnak van optimalis megolddsa! Bizonyitsuk be,hogy a B halmaz konvex!

242. Bizonyitsuk be, hogy az optimélis célfiiggvényérték a kapacitdsvektor konkdv fiigg-
vénye!

243. Bizonyitsuk be, hogy ha az

LIV IA

AX £ b,
x=0,
c*x — max

feladatnak barmely c esetén van optimélis megolddsa, akkor van olyan y = 0 vek-
tor, melyre igaz, hogy y*A > 0%!
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fon Dwd vmiva ppn opb v, L. <
i244 Hatérozza meg, hogy az alabbi allitdsok koziil melyik igaz és melyik hamis! (Vala-
-~ szat indokolja!)
- a) Ha egy normil feladat L halmaza korldtos, akkor dudlisinak van optimélis meg-
oldésa. (e 4ud) el

4+ b) Bgy normal feladat minden lehetséges megolddsa mindig el8allithaté az L hal-
maz csticspontjainak konvex linedris kombindcidjaként.  ( £efol L e Snlile
¢) Egy normél feladat dudlisdnak akkor is lehet optiméalis megoldédsa, ha a normal
, feladat L halmaza nem korlatos. ¥ Viggdzw! £ men jeordllvs mn_ g el SRS
-t d) A normél feladatnak mindig van optimdlis megoldédsa, ha az Ax < b egyenl6t-
lenségben szerepld A métrlx (egyiitthaté madtrix) minden eleme nwb nulla-

nal. = oBa o 2Ly fu e5 D0 fEH e poriti
A } e) Ha egy normdl feladat optimdlis megoldasa nem degeneralt, akkor bxzto_san van
olyan feltétel, amely az optimalis programban egyenldségként teljesiil. . ol T
A f) Ha egy normédl feladat optimilis célfiiggvényértéke 30, akkor a megfeleld dudl
‘ feladatnak létezhet olyan megoldasa, amelynél a dudl feladat célfiiggvényértéke 20.
A &) Ha egy normdl feladatnak csak egy optimélis me%uldésa van, akkor dudlisinak
is csak egy optimuma van. Frnr
h) Ha a normal feladatnak is és a dualisanak is van lehetséges megoldasa, akkor
mindkettdnek van optimalis megoldédsa is. ¥ % - ‘L“g"""’{‘-’ "”’)" ol ”") :’,
\ /1) Ha egy linearis programozasi feladatnak végtelen "sok optunéhs mego!désa van, im

akkor van legaldbb két optimdlis bazismegoldésa is. i';

\ .
\ v Jj) Létezik olyan &ltalinos alakd feladat, amelynek van lehetséges megoldasa, de

\,\ ) nincs optimalis megoldésa. Mee Sl oo L
. “~ k) Egy linearis programozasi feladat optimélis megolddsai mindig valédi részhal-
_ mazét alkotjik a lehetséges megolddsok halmazinak. “Ad Ky, s %5 sl o
A1) Az Ax = b,
x =0,
I\ ¢*x — max
feladatnak mindig van lehetséges megolddsa, ha b >0 és A nemszinguldris
1 matrix.
m) Az Ax £ b,
- | x=0,
kv c*x —» max
[ feladat lehetséges megolddsainak halmaza mindig korlatos,ha A >0é 0 < b <
- < 999-1.
W[ n) Ha azAx £ b,
[ x =0, ‘
c*x — max J
altalanos alaki feladatnak az x, optimalis megolddsa, akkor az x, optimdlis ¢
| megoldasa az Ax £ b,

i x =0, [N N A | o
Ae*x — max A Ay o W’WU b
L. feladatnak is (ahol 4 valés szdm). o
| 4 o) Van olyan linedris programoz4si feladat, amelynek az x = 0 vektor nem lehet-
séges megoldisa,

X T«LLL&(‘ Wy o~ M /,v.—f—-// %) ;/w—y L — 123
ﬁtfl/"b/t) f’l é f*-vv"’-'&-——r/lﬂ--— %/"1/-,%« V/
IXLL . m- ([ > = w*) A e Nyﬂw(,,:

s Jﬂ;}‘ua{m—v}?\n U&W( *(/‘{’"vt."-"“"‘“k':



11. A dudl szimplex modszer

Dudl szimplex mddszernek nevezzitk azt a megoldd algoritmust, melynél a feladat opti-
mdlis megolddsihoz a dudl feladat megvaldsithaté megolddsainak egy sorozatdn keresztiil
jutunk. Vannak olyan specidlis alakt linedris programozési feladatok, melyek megoldasa
dual szimplex médszerrel célszertibb, mint a primél szimplex eljarassal. Ilyen az

Ax

F

I
1 OUA IV TIA
s=

L]

*
o
8
o
e

feladat is. A ¢ vektor elemei nem lehetnek pozitivak, mig a b vektor komponenseinek
elGjele tetszdleges. Ehhez a feladathoz az

x*
u A b
—z c* 0

indulé tablazatot rendeljiik, mely a ¢ < 0 feltétel miatt a duél feladat egy megvaldsithaté
megold4sat adja. Ha torténetesen a b vektornak nincs negativ eleme, akkor a tablazat
egyben a primél feladat egy lehetséges megoldésat is mutatja, vagyis tdblizatunk optimé-
lis.

Ha azonban a b vektornak van negativ eleme — vagyis a tdblizat nem optimalis —,
akkor a programozast tovabb kell folytatni. Ugy kell a generdld elemeket vilasztani, hogy
minden egyes elemi bdzistranszformdcid elvégzése utan kapott tdbldzat a dudl feladat egy
megvalésithaté megolddsat adja és a célfiiggvény értéke csikkenjen. Vagyis tovabbra is
fenn kell dllnia az utolsd sorra nézve a nempozitivitdsi feltételnek, mig az utolsd oszlopbdl
igyeksziink a negativ elemeket eltimtetni. Az aldbbiakban azt nézzilk meg, hogyan kell
a gener4l6 elemeket megvalasztani ahhoz, hogy a duél feladat megvalésithatd megoldésain
keresztiil jussunk el mind a prim4l, mind a duél feladat optimélis megoldasat mutatd tab-

lazathoz. E végett tegyiik fel, hogy bizonyos szdmu elemi bézistranszformécid elvégzése
utén az
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s Vg
N Ay b,
Y2 e b,
Vi G Gip e Gy ... @y, b;
J”m amk bm
—Z CI C2 “ee C'k iy C'" —Z

tabldzathoz jutottunk, ahol a c;, Bo muo By wvin &, nempozitiv valos szimok. Generdld ele-
met olyan sorban kell vilasziani, amelynek utolsé eleme (a kapacitasvektor megfeleld ele-
me) negativ. Ezért tegyiik fel, hogy b; < 0. Azt akarjuk elérni, hogy az elemi bazistransz-
formécié elvégzése utdn a b;-nek megfelels helyen pozitiv szdm 4lljon. Ez csak ugy lehet-
séges, ha general6 elemnek a sor valamelyik negativ elemét valasztjuk. Ezutdn kimondhat-
Juk, hogy a dudl szimplex médszernél generdld elemnek csak negativ szamot vélaszthatunk.
Arra is vigyAznunk kell, hogy az Uj tablazat is lehetséges megoldasat adja a dudl feladat-
nak, vagyis az utolsd sordban ne legyen pozitiv elem. Ezt a sziikkeresztmetszettel tudjuk
biztositani. Mégpedig a b; sor minden negatiy a; elemére nézve képezziik a

hanyadost, amely az adott feltételek mellett nem lehet negativ. 4 legkisebb hdnyadost
adé a';; elemet valaszijuk generdld elemnek. Vagyis a,, csak akkor lehet generald elem, ha

’

min ¢ Cr

ar < § == 4
g =10 Ay Ay

Az ily médon vélasztott a; generalé elem altal meghatdrozott elemi bazistranszforma-
ci6 elvégzése utdn a kovetkezd tablazatot kapjuk:
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ahol y = —~. Egyszeriien belathaté, hogy a tdbldzat utolsé sordban nincs pozitiv elem.
i

Tehat ez a téblazat is a duél feladat egy megvaldsithaté megold4sat adja. Mivel

z' 2 ' +yeb,,

azért chhez a megolddshoz tartozé célfiiggvényérték kisebb (degeneracié esetét kivéve),
mint az el6z6 megolddsnal. gy kozelebb jutottunk az optimumhoz.

Ha az 1j tablizat még nem ad megvaldsithaté megoldast a primél feladatra nézve is,
akkor az elGbbi eljarast megismételjiik. Az optimdlis megolddst adé tdblézathoz — ameny-
nyiben ilyen létezik — véges szdmii lépésben jutunk el. Ha egy olyan tdbldzatot kapunk az
elemi bazistranszformdcidk elvégzése sordn, amelynek utolsé oszlopdban van negativ elem,
de a neki megfeleld sorban nincs negativ elem, akkor a primdl feladatnak nincs lehetséges
megolddsa, és a dudl feladat célfiiggvénye nem korldtos.

Dudl szimplex médszerrel csak olyan feladatokat célszer(i megoldani, melyek 4talakit-
haték oly médon, hogy célsorukban csak nempozitiv szdmok vannak, és az adott felté-
telek mellett keressiik a célfiiggvény maximumdt. Ha az ilyen feladat médositott normdl
vagy altalanos alaki, akkor el8szér a > irdnyti egyenl§tlenségeket —1-gyel valb szorzds-
sal ellenkez8 irdnytra valtoztatjuk, aztin az egyenl8ségi feltételeket ngy alakitjuk 4t,
hogy azok jobb oldalén 4ll6 konstans szdmok ne legyenek pozitivak. (Ez is —I1-gyel vald
szorzassal érhetd el.) Az ily médon felirt feladat indulé szimplex téblazatit a szokdsos
médon készitjiik el. A generalé elemeket elfszor az egyenldségi feltételeknek megfeleld
sorokban vélasztjuk (a generald elemet tartalmazé oszlop itt is elmaradhat). Ha az egyen-
18ségi feltételekhez tartozé csillagos véltozék eltfintek a bazisbol, akkor a programozast
az ismertetett mddszerrel addig folytatjuk, amig vagy az optimalis megoldast adé tabl4-
zathoz jutunk, vagy olyan tablazatot kapunk, amely azt mutatja, hogy a primél feladat-
nak nincs lehetséges megolddsa, vagy esetleg van lehetséges megold4sa, de nincs optimalis
megoldésa. (T6bb egyenléségi feltétel esetén az is eléfordulhat, hogy az elemi bazistransz-
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forméci6k sordn olyan tiblézathoz jutunk, amelynél az egyenlSségi feltételnek megfelelS
sor — a csillagos valtozé sora — kapacitiseleme pozitiv. Ilyenkor az egész sor minden
elemét —I-gyel beszorozhatjuk, és igy a feladat megoldésit a dudl szimplex médszerrel
tovabb folytathatjuk.)

Oldjuk meg az ismertetett médszerrel a kovetkez8 numerikus feladatot:

—2x,+X— X3+x,+6x5 = 8,
—X —-2x3+x4-l-2x5 = 20,

Xy— X3+ X4—X5 P 14,
x1+x2’_ x3——x4 = 12,
Xy Xz X3, X4y X5 g Os

(—4x,—5xy—x3—7x4—3x;) — max!
El8szor is alakitsuk 4t (—1-gyel valé szorzassal) az aldbbi forméra:

—2x+X— X3+ x3+6x5 S 8,
Xy +2x;—x—2x5 = —20,
—X;+ X3—Xg+ x5 = —14,
——xl-—x2+ x3+x4 = ——12,
Xyy Xgs X3 Xgy X5 el 0,
(—4x,—5x,—x—Tx4—3x5) — max!

A feladat indul6 szimplex tdblzata:

x1 xz x: x,l x5
u | —2 1 =1 1 6 8
uy 1 0 3 o =3 —20
U o —i 1 —1 1 —14
*u, E| == 1 1 —12
— =, =] —F 3 0

Elsére a csillagos valtozénak megfelel6 — a negyedik — sorban vélasztunk generalé ele-
met. A legkisebb keresztmetszet a tébldzatban lathaté —1-nél adédik. Ezt vdlasztva ge-
nerdlé elemnek, a bazisvaltozok koziil eltlinik a *u,4 és helyére az x; keriil. A bazistransz-
forméci6 elvégzése utdn téblizatunk a kovetkezGképpen alakul:

*uy X, X3 X3 X5
N 3 -3 —1 6 32
U 3 0 —2 |3
u; —1 1 —1 1 —14
% 1 —1 —1 0 12
—4) —1 —5 —11 —3 48
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Ez a tébldzat a dudl feladat egy lehetséges megoldasat adja, mivel az utolsé sordban nincs
pozitiv elem. (Az *u, véltozé eljelkotetlen, azért annak célfiiggvénybeli értékétsl elte-
kintiink.) Most a misodik sorban valasztunk generalé elemet (de valaszthatnénk a har-
madik sorban is). A legkisebb keresztmetszet a tdblazatban bekeretezett szimnal adédik.
Vagyis a kdvetkez8 lépésben helyet cserél az x, és az u,. Ezt mutatja a kivetkezd tébldzat.

*uA Uy X3 X4 Xs
uy 3 6 [ o |—e4
X -1 -3 0 2 32
s -1 —2 —1 3 18
% 1 2 —1 —2 |—20
(—5) —1 —8 —11 —1 80

Mivel az utols6 oszlopban még van negativ szdm, azért nem olvashaté ki megvalésithaté
megoldds a primal feladatra vonatkozdan, és igy eljdrdsunkat tovabb kell folytatni. Az el-
88 sorban — a legkisebb keresztmetszetet figyelembe véve — a bekeretezett szdmot kell
generdl6 elemnek vélasztani. A bézistranszformécié elvégzése utdn a kovetkez8 tabla-
zatot kapjuk:

*uy Uy X3 U X5
X3 —3 —6 —1 0 64
%5 —1 -3 0 2 32
Uy —4 —8 1 3 82
My —2 —4 —1 =2 44
(—16) —34 —74 —11 —1 784

Lathaté, hogy az utolsé oszlopban nincs negativ elem. Ebbdl kévetkezik, hogy a primal
feladat egy megvalosithaté megolddsdhoz jutottunk, és igy mind a primél, mind a duél
feladatra nézve ez a fabldzat optimélis megoldést ad. A primél feladat optimélis megol-
désa: x; = [44; 32; 0; 64; 0], z, = —784. A duél feladat optimdlis megolddsa: u; =
= [11; 34; 0; 16], w, = —784.

Az alabbi feladatot is oldjuk meg dudl szimplex mddszerrel!

—-xl—-2x2+2x3-f— X g 5,

xl—3x2+3x3+4x4 = 9,
—x,—-4x2+2x3+ Xy =6,
X1y Xoy X3, Xy g O:

(xl"‘}'3x2+x3+7x0 = mi]].
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A megoldés egyes lépéseit az alabbi tabldzatok mutatjak.

X X2 X3 Xy
uy | —1 —2 2 1 5
*uy | —1 3 —4 | =9
Uy 1 4 —2 —l1 —6
-1 -3 -1 -7 0
X1 X3 Xy
: 0 2 1
u it ks —— s —
! 3 3
: 1 ! 3
x _ - -_
! 3 3
5 5
u3 5 2 5 0
2 — 17 3
s —
Uy X3 X3
3 3
x! —"g 0 1 '5_
1 14
Uy 1 2 0 —1
2 17
= =4 5 o
5 5

Az utols6 tablazat utolsé oszlopédban a harmadik elem —1, de ebben a sorban nincs
negativ elem. Ebb6l az kévetkezik, hogy a priml feladatnak nincs lehetséges megoldésa
és a dudl feladatnak nincs optimalis megolddsa. Ugyanis a dudl feladat:
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— U— Uyt uy; = —I,
—2u 4+ 3uy+4uy = —3,
2u—3u,—2uy = —1,
u—4u— uy = —7,
Uy, Uy = 0

(5u;—9u,—6u;) — min.

Ennek a feladatnak lehetséges megolddsa minden olyan u* = [k; 0; k] vektor, ahol k > 0.
Ezekhez a lehetséges megolddsokhoz tartozd célfiiggvényérték: —k, amely k novekedé-
sével minden hatéron til csokken. Tehat a célfiiggvénynek nincs alsé korlatja, vagyis
a dudl feladatnak nincs optimélis megolddsa. Tudjuk, hogy c*x < u*b minden olyan
x-re és u-ra, ahol x a primal feladatnak, u a duél feladatnak lehetséges megolddsa. Mivel
azonban az u*b-nek (jelen esetben) nincs alsé korldtja, azért nincs olyan x vektor, amely
a fenti egyenlGtlenséget kielégitené. Vagyis, a primél feladatnak nincs lehetséges megoldésa.

Megjegyezziik, hogy néha egy feladaton beliil is szoktdk alkalmazni mind a primal,
mind a dudl szimplex algoritmust. E két médszer célszerii alkalmazdsa lerdviditheti az
adott feladat megolddsdnak menetét. Ezeken kiviil a szimplex médszernek még kiilénbo-
z6 valtozatai vannak, melyek koziil mi még a médositott szimplex moédszerrel foglalko-
zunk a kovetkezd fejezetben.

Feladatok

261. Oldja meg a kovetkezd haromvaltozds feladatokat dudl szimplex médszerrel!

a) —x;+x,—2x; = 10,
_xz+SX3 g 8,
xI: xzs xj g 0:

(3x;4+2x,+6x;) — min;

b) 2x;+x,+ x,
3x;+x,4+2x,
X1s X5 X3
(8x;+9x3) —

10,
18,

4

3 VIV I
=

n;

C) —3x1+ Xo— X3
x1-|—2x2—3x3

Xis X9y X3 H
(—3x;—4x,—5x;) — max;

-

IV A IV
==

S

d) 2x43x,+x,
X +2x,+x; £ 10,
Xis Xgy X3 0,
(5x,+8x,4+2x5)— min.

12,

IV IA I
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262. Hatirozza meg az alibbi feladatok optimdlis megolddsait duél szimplex médszerrel,
¢és irja fel a duél feladatok optimélis megoldasait is!

a) x;—x,+6x;+4x, < 10,

2x1+x2+3x3+4x.; g 6,
—X+2x%3+ X3 2= 3,
x],’ x29 xzs X4 g 0’

(x;+3x3+x4) — min;

b) —x;+2x,—3x3+ x4 = 8
X5 +2x.,.-— X5 = 9,

x, +2x3— x4+2x5 2 10,

X1y Xps X35 Xgs X3 g 0,

(4x1 +2x2 +2x3+5x4) - min;

c) x + x3+4x; 2 8,

x,+2x2+3x3 = 4,

Xy + X345, 2 7,

X +2x3+ x4 £ 12,

X1y Xy X3, Xy g 0:
(2x,+3x,+x;3+5x;) — min;

d) 2x + X3 + x5 = 10,

3x34 x3+2x+ x5 = 12,

— X3+3x; +2x; = 8,

—x;+4x, +x4 + x5 = 6,

Xis X5 X35 Xgy X5 g 0:
(2x;+3x,+4x3+5x5) — min.

263. Az alibbi feladatokat duél szimplex algoritmussal oldja meg! Irja fel a feladatok
induld és optimélis megoldast add tdblazatat! Az optimdlis tablazat alapjdn mondja
meg, hogy mi az optimélis megolddsa a primdl, illetve a dudl feladatnak!

a) —x;+x,+x; < 16,
Xp+X3— x4 = 20,
—X;+x—x;+ x4 £ 20,
3x, —4x, £ 10,

Xy, X5 X35 X4 = 0

(7%, +4x,+2x3+Tx,) — min;
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b) x+ x+x3+ x4 = 40,

2x— x, —3x,; = 30,

X, +2x, = 20,

X +2x,4+x34+2x4 £ 50,

Xis Xpp X3s Xty X5 = 0,
(4x,+5x,+4x;+10x,) — min;

c) x—2x,+ x;—2x; = 18,
— Xyt x3— x4 = 20,
—3x,4+2x;— x4 = 34,

—2x, + x3+ x4 = 30,
Xy X3y X3, X4 = 0,
(%, +2x,+6x;+4x,) — min;

=
2

d) X3+ x4 = 1100+ x,,
xi+H4x, 4+ xpt+ x5 = 20004 x;,
8x,4+x34+ x4+2x5 £ 3000+ x4,
3x, 4 2%+ x4+ 2x,+ x5 £ 3100,
Xqy Xp5 X35 Xg» X5 = 0,

(3x;+8x3+10x; 4 5x4-+2x5) — min.

. Az alibbi tablizatokat egy-cgy altalinos alakd feladat megolddsa sordn kaptuk.
A téablazatok alapjan irja fel az eredeti feladatok, valamint a dual feladatok opti-
malis megoldédsit! Hatirozza meg az optimdlis megoldishoz tartozd célfiiggvény-
értéket, ha az eredeti feladatoknal a célfiiggvény minimuménak elérése volt a cél,
tovabba irja fel az eredeti feladatokat a szokédsos formédban (b = 0)!

a) Uy ] X3 X
% —1 —2 o0 —1 |20
1y 1 —1 —1 12
wm| 1 2 1 | —2
—4 —10 —3 —5 80
b) Xy Xz Uy X3 X35
w| 1 —1 1 0o 2 | —20
x| 0 1 —1 1 —1 70
|~ =1 @ @ D 30
—2 —1 =2 0 —3 140
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Xy —2 1 —1 0 10
Uy I —i 2 —1 —8
Uy 8 —1 2 -3 20
Uy 6 1 1 2 —7

d) X X X3 Xy Fuy
X3 1 0 —1 2 T —1 7
u, |—I1 1 3 —l1 1 6
11y 2 -1 2 —1 4
Uy 1 1 =2 1 —1 —4
-9 —6 -9 —1 —1 7

265. Egy 4ltaldnos alakd feladat megolddsa sordn az al4bbi tablazatig jutottunk:
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Xy Xa X3 Xy *ul
x5 | —1 1 B =] 10
iy 0 —1 —1 0 —1 —32
w|—2 2 —2 3 _—3 30
uy| 5 —4 1 —3 0 |—3
=5 ] =J =B =3 20

a) Hatarozza meg a primdl feladat optimélis bazismegold4sait és a hozzajuk tar-
tozod célfiiggvényértéket!
b) Hatérozza meg a dudl feladat optimalis megold4sat!

¢) Optimdlis megolddsa-e az x* = |0; :?; 2; 0; 5?9 vektor a primal feladatnak?

d) Mi lenne az eredeti feladat optimalis megolddsa, ha a negyedik feltételnek is
szigoru egyenldség formédjaban kellene teljesiilnie ?

e) Van-e olyan lehetséges megoldésa a primil feladatnak, amelynél minden felté-
tel egyenl8ség forméjaban teljesiil ?

f) Irja fel az eredeti (primél) feladatot a szokésos formaban (b = 0), ha a célfiigg-
vény minimuménak elérése a cél!



266. Tekintsiik a kovetkez$ tdbldzatot, melyet egy feladat megolddsa sordn kaptunk:

267.

xp X3 Xy X5
*u, | —1 0o —1 =2 1 —I1
p. o 0 —1 1 1 1 16
u; |—1 =2 1 3 —1 15
Uy 0 0 1 1 10
-3 -1 —1 -2 -3 16

a) Hatarozza meg az eredeti feladat optimélis bazismegoldasait és az optimalis cél-
fiiggvényértéket!

b) Optimalis megolddsa-e a feladatnak az x* = [0; 8; 5; 3: 0] vektor?

¢) Irja fel az eredeti feladatot a szokésos formdban, ha a célfiiggvény minimumanak
elérése a cél!

d) Azx; =[0;7; 4; 4; 2] és az x; = [1; 6; 10; 0; 0] vektorok lehetséges megol-
désai-e az eredeti feladatnak ?

e) Léteznek-e olyan p, ¢, r, s pozitiv szdmok, hogy az x* = [0; p; g; r; s] vektor
optimalis megoldésa a feladatnak?

J) Mondjon olyan lehetséges megolddst, amelynél az eredeti feladat elsé harom
feltétele egyenldség forméajaban teljesiil!

Egy éltalanos alaki (minimumfeladat) megolddsa sordn a kovetkezd tiblizathoz
jutottunk:

Xy L) X3 Xy
u | —1 =2 2 4
X, 0 —l1 1 1 3
u; | —I1 0 —1 1 —2
Uy —2 0 0 1 _‘4
—4 —2 —6 —4 6

a) Irja fel az eredeti feladatot!

b) Optimdlis megolddsa-e a duil feladatnak az u* = [p; q; r; s] pozitiv vektor?

¢) Megadhaté-e \igy a b vektor, hogy az optimalis megoldisndl minden feltétel
egyenldség formdjiban teljesiiljon?

d) Van-e a duél feladatnak olyan lehetséges megoldasa, amelynél az u vektornak
mind a négy eleme pozitiv?

e) Milyen k és I érték esetén lesz a u* = [0; k; k; [] vektor a dual feladat optimalis
megoldisa?
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