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1. Egyenlétlenség-rendszerek grafikus megoldasa

A kétismeretlenes linedris egyenletek
ax,;+bx, = (1.1)

alakban irhatdk fel, ahol a, b, ¢ megadott valés szdmokat jelentenek. Az ilyen egyenletek-
nek végtelen sok megolddsuk van. Egy-egy megoldés kételemii vektorként kezelhetd. Ezek
a kételemii vektorok a sikbeli Descartes-féle derékszégli koordindta-rendszerben Abra-
zolhaték, mindegyiknek egy sikbeli pont feleltethetd meg. A kétismeretlenes linedris egyen-
letek megolddsai egy olyan sikbeli pontrendszert alkotnak, amely — amint azt kozép-
iskolai tanulmanyainkbél is tudjuk — egy egyenest hatéroz meg. Az egyenes a sikot két
részre, Un. két félsikra osztja. Mig az egyenesen levé pontok — mint kételemfl vektorok —
az egyenletet elégitik ki, addig az egyenes egyik oldalan elhelyezkedd pontok, vagyis az
egyik félsik pontjai az

ax;+bx,> c, (1.2)
a mdsik félsik pontjai pedig az

ax,+bx, < ¢ (1.3)
egyenlGtlenségnek tesznek eleget. Ez lehetSséget ad arra, hogy a kétismeretlenes linedris
egyenlitlenségeket grafikusan megoldjuk. Ha ugyanis nem az (1.1) egyenletet, hanem pl.
az (1.2) egyenldtlenséget kell megoldani, akkor wigy jarhatunk el, hogy el8szér megoldjuk
az (1.1) egyenletet, aztin a megolddshalmaznak megfelelS egyenesen kiviil valahol kivalasz-
tunk egy tetsz8leges [x;; x;] koordinat4jii pontot, majd ezen pont koordinétait behelyet-
tesitve az (1.1) egyenlet bal oldaldn 4ll6 kifejezésbe azt kapjuk, hogy

ax;+bx, > c,

vagy
ax,+bx, < c.

Ha az els§ eset 4ll fenn, akkor azon félsik minden pontja, mely az [x;; x,] pontot tartal-
mazza az (1.2) egyenlStlenséget kielégiti, és igy az (1.2) megold4sait éppen ezen félsik
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pontjai adjdk. Amennyiben az [x;; x,] pont az (1.3) feltételnek tesz eleget, akkor az ezt
tartalmazé félsik minden pontja ugyancsak az (1.3) egyenlStlenséget elégiti ki. Ebb&l ko-
vetkezik, hogy az (1.2) egyenl&tlenség megold4sait a mésik félsik pontjai adjék. Amennyi-
ben az (1.2) és az (1.3) egyenlStlenségeknél az egyenl8ség is megengedett, vagyis az

ax,+bx, = c, ax;+bx; S ¢ (1.4)

egyenlGtlenségek valamelyikét kell megoldani, akkor ezek megolddshalmazdhoz az (1.1)
egyenletet kielégit8 egyenes pontjai is hozzétartoznak. Tehét az (1.4) egyenlStlenségek bar-
melyikének a megolddshalmazat szintén egy félsik pontjai alkotjdk. Mig azonbanaz (1.2),
(1.3) egyenldtlenségek megoldishalmaza egy-egy nyitott félsik, addig az (1.4) egyenlitlen-
ségeket égy-egy zdrt félsik pontjai elégitik ki.

Példaként bemutatjuk a 2x,+3x, = 6 linedris egyenl§tlenség megolddshalmazdnak meg-
hatdrozasat. El8szor felrajzoljuk a Descartes-féle derékszogli koordindta-rendszerben a
2x,+3x, = 6 egyenletnek megfelel§ egyenest. Ez az I. dbrdn l4that6. Vegyiink fel az
egyenesen kiviil egy tetszdleges pontot! Ilyen pont példéul az
origd. Helyettesitsiik be ennek koordinatdit az eredeti egyen-
3 16tlenségbe! Azt latjuk, hogy ez a pont nem elégiti ki az

egyenl&tlenséget (2 - 0+3 - 0 2 6). Igy azegyenes 4ltal meg-

hatérozott két félsik koziil az, amelyik az origét tartalmaz-

T = x~ Za, nem megolddsa az egyenldtlenségnek. Ebbdl kovetkezik,

1. dbra hogy a mésik félsik (amelyik az origdt, nem tartalmazza) adja

az egyenlGtlenség megolddshalmazét. Az 1. dbrdn satirozis-

sal jeloltiik a megoldast ad6 félsikot. Megjegyezziik, hogy az egyenesen kiviili pontok

koziil azért az origét valasztottuk, mert ennek mindkét koordinétdja zérus, és ezeket be-

helyettesitve az egyenlStlenségbe, kénnyen megéllapithatjuk, hogy ez a pont kielégiti-e

az egyenlStlenséget, vagy nem. Igy a megoldést ad6 félsik egyszeriien kijelslhetS. Ha az

egyenes Atmegy az origbn, akkor a megfelel§ egyenlStlenség megolddsat add félsik meg-

hatdrozasahoz az origé nem hasznalhaté fel. Ilyenkor egy mdsik, egyenesen kiviili ponttal
kell vizsgiléddsunkat elvégezni.

Ez a médszer lehetdséget ad arra, hogy kétismeretlenes linedris egyenlétlenség-rendsze-
reket grafikusan oldjunk meg. Az (1.2), (1.3), illetve az (1.4) egyenlétlenségek mindegyiké-
nek a megoldasai egy-egy félsikot hatdroznak meg. Az

X3

1

ax; +byx,
ayx,+byx%,

Cys

=
= oy, (1.5)

A -

a,x;+bx, = c,

kétismeretlenes linedris egyenlStlenség-rendszer megoldésait pedig azok az [x; x;] pon-
tok adjik, amelyek az (1.5) egyenlStlenség-rendszer mindegyik egyenlStlenségét kielégi-
tik. Mivel minden egyes egyenlStlenséget egy-egy félsik pontjai elégitenek ki, azért az (1.5)
egyenl6tlenség-rendszer megoldésait ezen félsikok kozos része dltal meghatdrozott pontok
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adjak. Vagyis az egyenlStlenség-rendszert gy oldhatjuk meg, hogy meghatdrozzuk az
egyes egyenlGtlenségeket kielégitd félsikokat, aztdn vessziik ezek kozos részét. Ha ezek-
nek a félsikoknak nincs kozos része, akkor az egyenlétlenség-rendszernek nincs megolddsa,
az egyenldtlenség-rendszeren beliil ellentmondds van. Az (1.5) egyenl6tlenség-rendszer va-
lamennyi egyenl6tlenségénél az egyenlSség is megengedett, ezért az egyes egyenlStlensé-
gek megoldasait zart félsikok adjék. Minthogy zirt halmazok kozos része is zArt, a megold4s-
halmaz (amennyiben 1étezik) is zdrt. Mi a tovdbbiakban 4ltaliban olyan egyenlétlenség-
rendszerekkel foglalkozunk, ahol az egyenl&ség is megengedett.
Példaként hatdrozzuk meg a

3x[-l—5x2 § 15,
—Xi+ X 1, (1.6)
xl_sx:

IA TIA

egyenlStlenség-rendszer megolddshalmazat!
Elgszor az egyes egyenlGtlenségek megolda-
sait ad6 félsikokat rajzoljuk fel, aztdn meg-
hatdrozzuk ezek kozos részét. Ez lesz az (1.6)
egyenlGtlenség-rendszer megolddsa. A 2. db-
ran az egyes félsikokat satirozdssal jeloltiik,
és az egyenlGtlenség-rendszer megoldasat add
zért halmazt hatdrolé szakaszokat megvasta-
gitottuk. Lathaté, hogy a megoldashalmaz
ebben az esetben egy hdromszdglap.
Hatdrozzuk meg most a k&vetkez8 egyen-
I6tlenség-rendszer megolddshalmazat!

x—3x, = 3,
3+ x, = 3, (1.7)

X;+3x;, = 5,

—3x;+2x, < 6.

Az egyenlGtlenség-rendszer megoldasat adé
pontok halmazidt az elSbbiekhez hasonléan
hatérozznk meg. Az (1.7) egyenl6tlenség-rend-
szer megolddsa a 3. dbrdn lathat6. A megol-
dast adé pontok halmaza most is zart, de nem korl4tos, a halmazt egyenesszakaszok és
félegyenesek hatdroljik.

3. dbra
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Az eddigiekhez hasonldan vizsgiljuk meg az

5%143%s = 15,

x—2x, £ 4, (1.8)
—3x+ x5 2= 5,
—4x,+7x, £ 28

egyenlGtlenség-rendszert! Az egyes egyenlot-
lenségeknek megfelel§ félsikok a 4. dbrdn 14t-
hatok. Ezeknek azonban nincs kozés résziik,
az egyenlftlenség-rendszernek tehAt nincs
megoldésa. (Az (1.8) egyenl&tlenség-rendszer
megolddshalmaza az iires halmaz.)

A kétismeretlenes egyenldtlenségek, illetve
egyenlbtlenség-rendszerek koziil nemesak a li-
nedrisak oldhatok meg grafikusan, hanem bi-
zonyos specidlis nemlinedris egyenlGtlenségek,
illetve egyenldtlenség-rendszerek is.

4. dbra Tekintsiik pl. az
xXj+ x3 < 36,
B— xS 4, (1.9)

3x,+4x,; ; 24

nemlinedris egyenlStlenség-rendszert! Az elsd egyenlStlenségnek megfelel egyenlet egy
origé kozépponti 6 egység sugart kort hatdroz meg. Ez a sikot két részre osztja: egy ko-
ron beliili & egy kordn kivilli részre. A korvonal pontjai az x2+x2 = 36 egyenletnek;
a korvonalon beliil levd pontok az x?+x} < 36 egyenl6tlenségnek; a korvonalon kiviil
elhelyezkedd pontok pedig az x;-+x3 > 36 egyenlStlenségnek tesznek eleget. igy az els§
egyenlGtlenséget a korvonal pontjai és a kérvonalon beliil elhelyezkedd pontok elégitik
ki. Az elsé egyenlStlenség megolddshalmaza tehat egy zart korlap. A masodik egyenldt-
lenségnek megfelels egyenlet egy parabolat hatdroz meg. Ez a parabolavonal is két részre
osztja a sikot. Az egyik rész pontjai az xj—x, < 4, a mésik rész pontjai pedig az x}—
—x, > 4 egyenlGtlenséget elégitik ki. P1.:a(0; 5) pont eleget tesz az x>—x, < 4 egyenldt-
lenségnek. Igy annak a zért sikrésznek a pontjai adjik az (1.9) egyenl8tlenség-rendszer
masodik egyenlGtlenségének a megoldésat, amelyik a (0;5) pontot tartalmazza. A harma-
dik egyenlGtlenség linedris. Ennek megolddshalmazat adé félsikot — az el6z8kben ismer-
tetett mddon — mar meg tudjuk hatdrozni. Ezek szerint az (1.9) egyenlGtlenség-rendszer
megolddsa az egyes egyenlStlenségek megold4shalmazat adé sikbeli tartomédnyok kozods
része. Ezek a tartoméanyok, valamint az (1.9) egyenl&tlenség-rendszer megoldésat adé pont-
halmaz az 5. dbrdn 1athat6é. Az egyenlGtlenség-rendszer megold4sat adé ponthalmaz ebben
az esetben zért és korlatos.
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5. dbra 6. dbra

Nézziink meg még egy nemlinedris egyenl6tlenség-rendszert, ez legyen a kovetkezs:

x%_ X% é 4!
—4x,+ 3x, £ 12, (1.10)
X+ 3z 1

Mindegyik egyenl&tlenségnek megfelels egyenlet megolddshalmaza egy sikbeli vonalat ha-
troz meg. Az x>—x} =4 egyenletet egy hiperbola pontjai elégitik ki, mely a sikot
3 részre osztja. A —4x,+3x, = 12 egyenes, valamint az x1+x2 =1 kor a sikot két-két
részre bontjik. Az egyes egyenlStlenségek megoldésait a sik megfeleld tartomdnyaiban
elhelyezked8 pontok adjék. Az (1.10) egyenlStlenség-rendszer megoldasa ezeknek a rész-
megoldds-tartomanyoknak a kdzos része. A megolddshalmazt, valamint a részmegoldds-
halmazokat a 6. dbrdn a szokdsos mdédon 4brazoltuk. Léthat6, hogy a megold4shalmaz
ebben az esetben elég furcsa alakzat. A zértsag itt is biztositva van (az egyenl8ség meg-
engedése miatt).

Természetesen a legkiilonb6z6bb sikbeli tartoményok (alakzatok) alkothatjék a kétval-
~ tozds egyenldtlenségek megoldédshalmazat, attél fiigg8en hogy milyen az egyenlStlenség-
rendszer. Sajnos az esetek nagy tobbségében a kétismeretlenes nemlinedris egyenlGtlensé-
geknek megfelel6 megolddshalmazok nagyon nehezen 4brazolhaték.

A héromismeretlenes egyenldtlenségek és egyenlStlenség-rendszerek megolddsa 4ltala-
ban egy térbeli alakzat. Ezek 4brdzoldsa azonban — még viszonylag egyszerii egyenl&tlen-
ségek esetén is — nagyon nehézkes. A hiromnal tébb ismeretlenes egyenletek és egyenlét-
lenségek megoldésait 2ad6 tébbdimenziés ponthalmaz pedig mar nem is 4brazolhatd. Ezért
dltaldban csak kétismeretlenes linedris é&s specidlisnak mondhaté nemlinedris egyenlot-
lenségek és egyenlGtlenség-rendszerek oldhaték meg grafikusan.
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Feladatok

1. Oldja meg grafikusan a kovetkez8 kétismeretlenes linedris egyenlStlenség-rendsze-

reket!
a) x+2x, = 2, b) Tx,+8x, = 56,
Txy+3x, < 21, x—4x, £ 8,
—3x,+2x, = 6; 21— X = 25
c) X+ Xy 26, 5x,-6x, £ 30,
—2x,+ X, = 2, 3x+ x, 2 3,
X —2x, = 2; —x;+2x, = 6,
—2x+ %= 2
2x—3x, = 6;
e) 3x,+5x, < 30, f) X +2x, = 6,
xX—2x, £ 2, —4x,+5x, = 20,
—dx,+3x, £ 12, —x;+3x, = 3,
X1 z 0, 0 £x = 4
x 2z 0; 0 <x,= 5.

2. Abrazolja az alabbi kétismeretlenes, linedris egyenl@tlenség-rendszerek megoldésait
ad6 pontok halmazat a Descartes-féle derékszogi koordinéta-rendszerben!

a) 2x+3x, = 6, b) 4x,+7Tx, = 28,
—2x+ x%, = 2, 2x— x, £ 6,
—dx;+5x; £ 20, —3x,+5x, = 15,

Xy = 0, Xy = 0,

Xz 0 x z 0

c) x+2x, = 2, d)  3x;+4x, £ 24,
x—2x, < 6, 5%+ X3 = 5,
—3x,+2x, £ 6, x+2x, = 4,

X =0, —2x+ x, =z 6,

x = 0; Xy = 0

Xz 0;

e) X+ x = 8, f) 2x—3x, = 6,
—x+2x, £ 4, 4x,+5x, = 20,
5x%— x, = 5, —2x— X, = 2,
4x,+6x, = 40, —5x,+2x, = 10,

X = 0, b = 0,

I X, = 0; X =z 0.
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a) X4+ 22
3x,—4x,
_3.):1— xz

A IA TIA
I

¢) xj+(x—2)
Xi+ X
X2

IV IA TIA

A

xi—2x,— x; £ 0,
—2x,+3x,
X+ x

*1

&

-

Ry
IV IV v A
==

a) x—2x, < 2,
—x1+ x, £ 3,
X+ x5 =4,
—2x— x; = 4,

Xy = 0,

x 2 0;

¢) dx+ x, = 4,
—2x+ x5, £ 4,

X +2x, = 4,

X— X =4,

X = 0,

X 2 0;

e) 3x—7Ix, £ 21,
X+ %2 1,
x—2x, = 4,
Sx;+2x, = 10,

Xy 2 0
X 2 0;

b) (x—2)*+(x,—2)
Ce—4)* + (x,—4)?
(x—4)*+ (x—1)*

-

-

x,+10x,
xi— 4x,

o
IIA TIA TIA TTA
S 2 s

.

o

1
—x1tx

5,

A TIA A 1IA

‘—X%—xz

—X—X)

b) 3x—5x; = 15,
—5x;+4x, = 20,
x1+ Xs é 3:
—3x;+5x, = 15,

Xy = 0,

X, = 0

d)  S5x;+6x, = 30,
—%F s 3,
xX—2x, £ 6,
x+3x, = 6,

X1 g 0:

x 2z 0

) x+xi—6x, £
—5%; +3x =S
—2x +5x, =

x  —4x =

X =

X 2

i
B~ O

-

IIA A TIA

oo

-

4,
9,
%

3. Abrazolja az alabbi kétdimenziés nemlinedris egyenl&tlenség-rendszerek megoldésait
ad6 pontok halmazit a Descartes-féle derékszogli koordinata-rendszerben !

4. Hatdrozza meg grafikus ton, hogy a kévetkez8 egyenlétlenség-rendszerekben me-
lyek a felesleges egyenl&tlenségek !

15



2. Konvex halmazok

Az €l6z8 pontban lattuk, hogy a kétismeretlenes egyenl6tlenség-rendszerek megoldasai
(amennyiben létezik megoldas) egy sikbeli ponthalmazt alkotnak. A tobb ismeretlenes
linedris egyenl&tlenség-rendszerek megolddsai pedig (amennyiben létezik megoldédsuk) egy
tobb dimenziés ponthalmazt hatiroznak meg. Ez a ponthalmaz mindig konvex. Mivel a
tovibbiakban a tobb ismeretlenes linedris egyenlStlenség-rendszerek bizonyos tulajdon-
sAgll megolddsait keressiik, melyek mindig egy konvex halmaz — mint megoldashalmaz —
pontjai, azért elészor célszerli a konvex halmazokkal kapesolatos fontosabb fogalmakat,
definicidkat és tételeket ismertetni. Tételezziik fel a tovabbiakban, hogy egy n dimenzids
E, euklideszi tér ponthalmazéval van dolgunk, és jelentse H ennck a halmaznak egy rész-
halmazat, azaz H < E,. Az n dimenziés tér elemeit nevezhetjiik n elemi vektoroknak,
vagy egyszeriien pontoknak.

Az ae E, pont (vektor) & sugari kiérnyezetén mindazon x € E, pontok (vektorok) hal-
mazat értjiik, amelyek eleget tesznek az

la—x| < & (>0

egyenlGtlenségnek.
HaacE,é bekE, akkora

ja+(1—A)b 0=i=g1)

konvex linedris kombin4ciéval elgallithaté vektorok halmazat az a és b pontok ltal meg-
hatérozott szakasznak nevezziik. Ha a = b, akkor a szakasz egyetlen pontbdl 4ll.

HaaecE, ésbek, akkora

Aa+(1—A)b (ahol A tetszéleges valés szdm)

linedris kombin4ciéval elgallithaté pontok halmazit az a és b pontok éltal meghatéro-
zott egyenesnek nevezziik.

Az a # 0 ponthoz tartoz6 sugdron az

X={x=1/1a,A4 20}

ponthalmazt értjiik.
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Egy halmazt konvexnek mondunk akkor, ha a halmaz bérmely két pontja altal megha-
tarozott szakasz minden pontja eleme a halmaznak. Az egyetlen pontbél 4116 halmazt is
konvexnek tekintjiik.

Egy K konvex halmaz belsé pontjdnak nevezziik az a pontot akkor, ha ae K, és az a
pontnak van olyan ¢ > 0 sugari kérnyezete, amelynek minden pontja a K konvex halmaz-
hoz tartozik.

A K konvex halmaz hatdrpontjdnak nevezziik azt a p pontot, amelynek barmilyen ki-
csiny & > 0 sugar( kornyezetében van a K-hoz és a K-hoz tartozd pontja. Ha a K-hoz
hozz4 tartoznak a hatdrpontok, akkor a halmaz zdrt.

A hatdrpontok k&zott fontos szerepet jatszanak az extremélis pontok. A P pont exitre-
mdlis pontja a K konvex halmaznak, ha a halmazban nincsen olyan szakasz, melynek a
p pont felezési pontja volna, tovabbé p € K. Az egyetlen pontbél 4116 halmaz pontjét extre-
mélis pontnak tekintjiik.

A K konvex halmazt korldtosnak mondjuk, ha megadhaté egy olyan szdm, amelynél
a halmaznak nincs hosszabb szakasza.

Konvex poliédernek az olyan zart, konvex halmazt nevezziik, amely eleget tesz az alabbi
két feltételnek:

a) korlétos,

b) véges sok extremélis pontja van.

(A konvex poliéder extremdlis pontjait csticspontoknak is szoktdk mondani.)

Legyen a, a K konvex halmaz tetsz8leges vektora! Allitsuk el8 azt a vektorhalmazt,
amely mindazokat a vektorokat tartalmazza (és csak azokat), amelyek a kovetkezd alak-
ban irhaték fel: x—a,, ahol x tetsz6leges vektora a K halmaznak! A K konvex halmaz
dimenzidjdn azigy el§éllitott vektorhalmaz dimenzibjat értjiik.

Az olyan n dimenziés konvex poliédert, melynek n+1 extremalis pontja van, szimplex-
nek nevezziik. _

Legyen adva a kdvetkezd n ismeretlenes linedris egyenlet :

¢*X = ¢x;+cx+...+¢,x, = b,  aholc #0,

€s ¢y, €3, ...y Cpy b adott valds szamok ! Tekintsiik azon x pontok halmazat, amelyek kielé-
gitik a ¢*x = b egyenletet! Azaz

X ={x|c*x = b}.

Az igy definidlt X halmazt az n dimenziés euklideszi tér egy hipersikjanak nevezziik. L4t-
haté, hogy a hipersikhoz csak akkor tartozik az x = 0 vektor, ha c¢*x = 0.

A c*x = 0 egyenlettel megadott hipersik minden vektordra meréleges a c* vektor (mi-
vel a definicié szerint két vektor merglegességének az a feltétele, hogy a skalaris szorza-
tuk zérus legyen), és igy merSleges magéra a hipersikra is. Ha b # 0, akkor a ¢*x = b
hipersik nem tartalmazza az x = 0 vektort.

A c*x = b linedris egyenlettel megadott hipersik bdrmely két vektordnak kiilonbsége
dltal meghatdrozott vektorra merdleges a c* vektor.
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Barmely ¢*x = b hipersik az n dimenziés euklideszi teret hdrom diszjunkt halmazra
bontja, melyek egyiitt az egész E, teret adjak. Ezt a hirom halmazt jeldljiikk a kovetkezd-
képpen:

H ={x|c*x < b},
H, = {x | e*x= b},
H; = {x| ¢*x > b}.

(A H, és H, halmazokat nyitott féltereknek nevezziik. Ha képezziik a nyitott féltereknek
a H, hipersikkal alkotott egyesitett halmazat, akkor zart féltereket kapunk. Zart félterek
tehat a

H, = H, U H,
H5=H3UH2

halmazok.)

Minden hipersik zart halmazt alkot, mivel egy hipersik barmely pontja hatarpont.

Minden hipersik konvex halmaz. (Barmely két pontjat §sszekotd szakasz minden pontja
a hipersikhoz tartozik.)

Véges szdmii konvex halmaz kdzds részét képezd halmaz is konvex, és ha mindegyik hal-
maz zdrt is, akkor a kézos résziik is zdrt.

Egy konvex poliéder bdrmely pontja elddllithatd
csticspontjainak konvex linedris kombindcidjaként.
(Ezt nevezik a konvex poliéderek f6tételének.) Ha
megnézziik a 7. dbrdt, akkor latjuk, hogy a K
halmaz egy konvex poliéder, melynek hét csiics-
pontja van, p;, Pa ..., p2- A tétel értelmében bar-
mely x € K pontra fennall, hogy

X = Apy+4pa+ ... +A2Po

7
ahol ) 4;=1,tovabba 0 S 4, < 1(i=1,2,..., 7).
1=

7. dbra

A tétel nem mondja ki azt, hogy az el8allitas egyértelmii. Ez nem is igaz ltaldban. Péld4ul
nézziik meg a 7. dbrdn lathaté x pontot! Ez a K halmaz hét csicspontjanak konvex line-
aris kombinacidjaként tbbféleképpen is el&allithaté. Minthogy az x pont eleme a p,,
P2, Ps csticspontok altal meghatdrozott konvex hiromszognek, a tétel értelmében eldallit-
haté ezen csiicspontok konvex linedris kombinaci6jaként. Mivel az x pont nincs rajta
ezen hiromszog egyik oldaldn sem, azért az x = A;p;+Ap,+4sps konvex linedris kom-
bindcioban szerepld A;, A;, As értékek mindegyike nagyobb zérusndl. Ugyanakkor az
x pont eleme a p,, ps, Ps csticspontok 4ltal meghatdrozott konvex haromszognek is, tehat
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ezen csiicspontok konvex linedris kombinaciéjaként is elSallithatd, azaz x = A,p,+
+ A5 Ps+A¢Pe. Mivel ezen héromszog egyik oldalan sem fekszik rajta az x pont, azért ebben a
konvex linedris kombinécidban is pozitivak a skalarszorzok, azaz A, A5, 4, > 0. Ha-
sonl6an belathaté — a 7. dbra alapjdn —, hogy az x vektor még a ps, ps, ps csiicspontok,
Ps> Ps, P7 cslicspontok stb. dltal meghatdrozott konvex haromszogeknek is pontja, vagyis
ezeknek a csiicspontoknak a konvex linedris kombindcidjaként is elGallithaté. Ez pedig
mér mutatja, hogy az abrdn lithat6 x vektor a p,, p,, ..., ps csticspontok konvex linearis
kombindcidjaként tobbféleképpen is elfallithato.

Feladatok

S. Hatdrozza meg, hogy az a pont ¢ sugari kornyezetén beliil fekszenek-e az X5, Xos
X3 pontok, ha

, a* = [0; 0], x; = [0,1; 0,1], x; = [0,1; 0,01}, x3 =[0,1; —0,1] és & = 0,15;  “w—
b) a* = [1; 2], x; =[0,99; 1,98], x; =[1,1; 2,1], x; =[0,9; —1,9] és & = 0,1;
c) a*=[1; 1; —1], x; =[0,9; 1,1; —0,9], x; =[1,01; 0,99; —1,01],
x3 = [1;0,99; —1] és & = 0,011;
d) a* = [2;1; 15 2; 1], x; = [2,02; 0,98; 1,001; 1,999;1,001], x; =
=[1,99; 1,01; 1,01; 2; 0,99], x; = [2; 1,02; 1,001; 1,98; 0,998] &s & = 0,025!

|

6. Adjon meg olyan pontokat, amelyek az a pont ¢ sugart kérnyezetén beliil helyezked-
nek el, ha

a) a* =[2;—1; 1],e = 0,1;

b) a* =[1;4;1;2],& = 0,01;

c) a* =[0,3; —0,2; 0,1; 0,11], ¢ = 0,02;
d) a* =[7; 4; 3; 2], = 0,012!

7. Hatarozza meg, hogy az x,, X,, X; pontok koziil melyek fekszenek rajta az a és b
pontok altal meghatérozott szakaszon, ha

| @ a* =[3;4;7,b* =[6; 8; 2], x; = [5; 23—0; 13—1], x, =[57; 7,6; 2,5], x; =

=[4,5; 6; 4; & o

b) a* =[7; —5; 3], b* =[9; 5; —7], x; =[8,6; 3; —5], x;=[8; —I; —2],
xy = [7,8; —1; —1;

c) a* =[10; 6; —4; 1], b* = [0; 4; 2; —9], x; = [5; 5; —1; —4],
x; = [0; 4; 2; —9], x;= [4; 4; 4; 2];

d) a* =[2; 6; 22}, b* =[34; —6; 2], x; =[4; 3; —A, x; =[2,54; —3; 24,
x; = [24; 0; 24]!
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8.

Adjon meg olyan pontokat, amelyek rajta fekszenek az a és b pontok &ltal meghata-
rozott szakaszon, ha

a) a* = [1; —I1; 3}, b* = [—1;1; 3];

b) a* = [c; 4; 2], b* = [3; —c; 4];

¢) a%-=[l:1; 1; 1], * =[—1; —1;—1; 1]
d) a* = [5; —T7; 4; —2], b* = [1; 5; —6; 9]!

I

Hatérozza meg o és § értékét ugy, hogy az x vektor rajta fekiidjon az a és b vek-
k altal tt szak ,h
torok altal meghatdrozott szakaszon, ha ) adq( 13 ) é %

[ 4} 7 6
v a = _—1 3’ b = _555 ’ X = _4 ’ o
. i 4] L—S A @ Lz -W2
2] [ 22] [ 20 i
b) a=|—9|, b= | 11}, X = Bl
h—4_ | o _—40
[3 [ ,{ﬂ 7
7 2 o
¢)a= NE b = ol X = b
8] 13 | 12
o 8] . 6
|8 I N 3 \
d) a = o ] b = 10 ’ X = 7 i
7] | 11} | f—2

10. Hatdrozza meg, hogy az x;, X,, X; pontok koziil melyek fekszenek rajta az a €s b

11

20

pontok 4ltal meghatarozott egyenesen, ha

@ a* = [4; —1], b* = [—3; 9], x} = [11; —11], x} = [25; —31], x} = [—17; 29];
) a* =[4; 9], b* = [9; —6), x| =[—26; 99], x, = [17; 12], x} = [—7; 63];
¢) a* =[1; —1,2], b* =[4; 2; 3], x; =[10; 8; 5], x; =[6; 0; 7],
x; = [—8; —10; —1];
d) a* =[1; 2; —1; 3], b* =[4; 1; 0; 1], x; = [6; 5; —3; 2],
x5 =[10; —1; 2; —3], xj = [4—34; 1+4; —4; 1+24]!

. Adjon meg néhany olyan pontot, melyek rajta fekszenek az a és b pontok éltal meg-
hatarozott egyenesen, ha

a) a* = [5;2], b* = [1; 9];

b) a* =[4; 1; 6], b* = [—1; —8; —3];

¢) a* =[3;0;1; —1], b* = [8;9; 7; 6];

d) a* = [A+2; 1+24; 3], b* = [A—1; 2; A+1]!




12.

Hatérozza meg a paraméterek értékét gy, hogy az x vektor rajta fekiidjén az a
és b pontok dltal meghatérozott egyenesen, ha

5 2] [17]
a) a=|—7], b= |11}, x = | e@l;
| 1 8 | A
[9 [12] [30]
b) a=|3], b= | B|, x:= | 1013
oc 7] 55
[ o [9 [—12
B _ |8 _ |23
c)a—_4, b_ﬁ’ x=|_sl
L A o) 17]
o [B] [ —35
da=| # b= |* x=| 7]
~3]* 0|’ —30
3 3] | 13)

[A ¢) és d) feladatoknél a paraméterek meghatdrozasa egy egyenletrendszer megol-
désdval térténhet.]

@Adjon meg néhdny olyan pontot, melyek pontjai az a vektor altal meghatirozott

J

14.

15.

félegyenesnek (sugarnak), ha

a) a* =[1;1; 1], b) a* = [—1;2; 4; 1],
@ a* =[1; 0; —2; —7], d) a* = [A; —A; 1; 24]!

Hatdrozza meg, hogy az alabbi egyenlStlenség-rendszerek megoldésait adé pontok
zart, korlatos, konvex halmazt alkotnak-e?

a) x2+y? < 16, b) x*—y* < 100,
x +y £ 4; xz0;y>0;

¢) x*—y <0, d) x*—y = 0,
x20;y=0; xz0,y20

Hatdrozza meg, hogy az alibbi egyenlStlenség-rendszer megolddshalmazinak az
Xy, X3, X3 pontjai koziil melyek a bels§ és melyek a hatarpontok! A hatdrpontok
koziil melyek azok, amelyek egyben extremalis pontok is?
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16.

17.

a) 3x+4y £ 12,

—xF _Vg 21
x—3p < 3;

o

b) x—5y £ 5,
3x+5y £ 15,
—3x+ y £ 3;

e

e) x¥4+ y2 <29
—x —y I,
—4x +3y 12;

- [ el

d) x*—y £ 4,
x +y = 2,
—x +y £ 2;

gy

Adjon meg olyan pontokat, amelyek az aldbbi egyenl&tlenség-rendszer megoldas-
halmazinak bels6 pontjai, hatdrpontjai (extremalis pontjai), ha az egyenl&tlenség-
rendszer:

wef]

1A TIACTIA

a) S5x—2y £ 10, b) x—3y £ 3,

x+2y = 2, —3x+2y £ 6,
—3x+5y = 15; b p= 3

c) x4y = 4y, d x—y £ 4,

x +y >0, x—y < 2,

—x +y >0; —2x +y S 2.

Adjon meg olyan pontokat, amelyek rajta fekszenek a ¢*x = b hipersikon, ha i

a) ¢t =[1;—1;1), b = 4,

b) ¢* =[10;1;6],b = 8;

e) e* = [—1;4; 7 2,.h = 5;

d) ¢ =[1;—2;1;—2;1], b = 20.

18.)Hogyan kell megvédlasztani az « és a § paraméterértékeket, ha azt akarjuk, hogy a

c*x = b hipersiknak az x, vektor pontja legyen, az x, vektor pedig ne legyen pont-
ja, ha



.: [ [ 3] 1
@c——- 1], Xy = el, X, = . b=4;
| | —{J ﬁ
4 —1] 4
b) ¢ =|—1], X = x|, X, = Bl Br=—12
2 o —2
1] (o] 4
—1 1 2
c)c: 4 » x1= % "2— ﬂ ’ b=8,
1 1 B
—1 | [ « | | 4
[ 3] X ] [ 2
1 2 B
d) ¢ = 41, xi=|1z|. X, = 3|, b =67
1 1 —f
:*47 _oc_ | 5

Vazolja fel a p;, p,, p; extremdlis pontok dltal meghatdrozott konvex poliédert, és
allitsa eld az a pontot az extremdlis pontok konvex linedris kombindcidjaként, ha

1 1

.20;0’ ':2;05 *=l;15a*=_;'—;
@)v: = 10: 0L p; = [2: 0L 3 = [1; 1] [22
13

5
b) py=1[1;3L,ps=1[5—4,p; =[2;7], a* = [E; " ;

1 3
@Pi =[0;0; 0} p2 =115 2; 3, ps =[—1; 4; 6], a* = [3;1;;];

I 1 1
dp=1—L 1 k=111, p=I[;1; —1, a*=|—; — —|!
) p=1 L ep=I L ps=I ] [3 3 3]

izonyitsa be, hogy az

a) aés b vektorok altal meghatarozott szakasz pontjai,

b) a és b vektorok 4ltal meghatarozott egyenes pontjai,

c¢) a vektor (a > 0) 4ltal meghatarozott sugar pontjai,

d) a vektor & sugari (s > 0) kérnyezetének pontjai konvex halmazt alkotnak!

21. Bizenyitsa be, hogy véges szamt zart féltér metszetének csak véges szdmi extrema-
lis pontja lehet az E,-ben!
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22. Bizonyitsa be, hogy m darab zirt féltérnek egy szigoriian korldtos metszete konvex
poliéder! (Csak azt kell kimutatni, hogy a metszetnek véges szimil extremélis pontja

van.)

23. Bizonyitsa be, hogy a ¢x=0(@{=1,2, .., k) egyenletrendszerrel megadott k da-
rab hipersik metszete az E,-ben n—k dimenzids, ha a ¢; vektorok linedrisan fiigget-
lenek ! Mutassa ki, hogy egy euklideszi térnek barmely n—k dimenziés altere k da-
rab hipersik metszeteként éllithaté eld!

24. Legyen A egy (n X r) tipusi méitrix. Mutassuk meg, hogy vagy van egy olyan x = 0
vektor, amelyre igaza

Yx =16 Ax £ 0;

i=1

vagy van egy olyan y = 0 vektor, amelyre igaz:

Y yi=1¢6 y*A = 0%
g=1

25. Hatarozza meg, hogy a kavetkezd allicdsok kozill melyik igaz és melyik hamis!

) (Véalaszat indokolja!)

A a) Béarmelyik sikbeli szabélyos sokszdg szimplex. 1y i :L :ﬁm"‘ix‘ ";‘J‘:_

/. b) Egy konvex halmazbél egy tetszoieges pontot elhagyva mindig konvex halmazt

T apunk. N e i a2l

I~  ¢) Egy konvex halmazbdl egy tetszo'leges pontot elhagwa, sohasem kapunk konvex -
) halmazt.  (ethege/l Sy uaneli)

~ d) Van olyan zirt halmaz, amelyik nem konvex. L J

~ e) Van olyan konvex halmaz, amelynek végtelen sok extremélis pontja van. (
4 f) Két konvex halmaz kozos része lehet nem konvex is. /v bl baige  h A7 S T
. g) Van olyan konvex halmaz, amelynek nincs egyetlen csiicspontja sem. -

A" h) Az X = {x| x = dla+(1—A)b, ahol 1 <0 és a, b azonos elemszamu tetsz6leges

vektorok} halmaz konvex.  /4épi—, Al poiols Sivibe L637a) nagh vrd

< i) Az X = {x| x = la+(1—A)b, ahol 4 >0 és a, b azonos elemszamu tetszéleges

vektorok} halmaz konvex. ‘
tgit6 pontok halmaza konvex. ("4 sz»ﬂmd;?
rmJ/ v/l & ol o v/l

J--_—.-——'

o j) Az x24+100y% = 50 egyenletet kie

L k) Az
xX—x%, £ 0 )
—x1+x2 g 2 . Z
! egyenlStlenség-rendszert kielégitd pontok halmaza konvex.
A D) Az |
X2 z. 0! ":7'\
XS + ]fl——-x}, f!\\‘. N
|x11§1 ~’I—T‘q _71"?



egyenl8tlenség-rendszerrel megadott halmaznak pontosan két extremdlis pontja
van.
: 1
é’ m) Egy H halmazkonvex,haa H barmely x;, x, pontjdval egyiitt az x = b (x,+x,)

T I P Y -J‘ox_.. f, o /.
22 g W' L alt

pontot is tartalmazza. Du: b A dte . od i 3, o jf,&--‘;,ﬁ,é-‘f f‘ PRy X
" n) Van olyan konvex halmaz, amelynek minden pontja hatdrpont. mﬁl u:j:'wf’t',
/. o) Az a* =[2; 2; 1; 1] pont rajta fekszik az x| = [3; 1; —1; 1] és az T 7

= [1: 3; 3; —3] pontok dltal meghatarozott egyeneson.

A +(1A) 422 > A= 3

!

"~

2 - =4
2 ~ A ;

t

Tt pryy Ko A+ (1-3) 3
~ 4 (1-3) 3=7 7 A=
J+A=A)-3)=1~> > j

> et prd T o et S | >
‘MM v ko avex F.;.&'-f'»é‘t ex+r< wen o' W‘
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3. A linearis programozas alapfeladata

Tekintsiik a kovetkezd feladatot: egy iizem hdrom erdforras segitségével négyféle ter-
méket 4llit eld. A termékegységre vonatkozé raforditasokat (technologiai egyiitthatokat),
az egyes erdforrasokbol rendelkezésre allo mennyiségeket (kapacitdsokat), valamint az
egyes termékek eladasi arat (fajlagos 4rakat) az alabbi tdblizat mutatja.

Termékek
Rendelkezésre 4ll6 erd-
Erdforrasok 1. termék 2. termék 3. termék 4. termék | forrdsmennyiség
1. eréforrés 2 1 0 3 211
1I. er6forras 1 2 1 3 300
111. er&forras 1 0 1 1 150
Eladasi ar 120 100 90 140

Mennyit termeljen az iizem az egyes termékekbdl, ha az a célja, hogy maximélis drbevé-

telt érjen el?

Nyilvdnvald, hogy csak olyan termelési programot lehet megvalésitani, amelynek erd-
forrasigénye nem haladja meg az egyes eréforrasokbél rendelkezésre all6 mennyiségeket.
Ilyen termelési program jelen esetben végtelen sok van. Néhany
program lathaté a kovetkezd téblazatban.

megvalésithaté termelési

Az egyes termékekbél Lehetséges termelési programok

gyartandé meny-

nyiségek A B C D E F
1. termék 100 50 0 17 16,5 0
2. termek 11 40 31 36 22,3 0
3. termék 50 50 48 40 92 0
4. termék 0 20 60 47 40 0
Arbevétel 17 600 17300 15820 15820 18090 0
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Ha ezeket a termelési programokat megnézziik, akkor azt latjuk, hogy ezek megvalé-
sitdsa esetén az iizemnek kiilonbszs nagysagl lesz az drbevétele. Mivel az iizem maxi-
malis drbevételre torekszik, azért részére két lehetséges program koziil az a jobb, amelyik
nagyobb drbevételt biztosit. Lithaté, hogy a tdblazatban szereplS hat lehetséges program
koziil az E véltozat esetén lesz legnagyobb az arbevétel, éspedig 18 090 egység (Ft). (A leg-
rosszabb az F véltozat, amikor az iizem nem termel semmit, és igy arbevétele is zérus.)
Kérdés azonban az, hogy van-e ennél jobb program, illetve melyik a legjobb program.
Erre a kérdésre majd akkor tudunk valaszolni, ha mar ismerjiik az ilyen jellegii feladatok
megolddsdnak technik4jat. El6bb azonban irjuk fel a feladatot matematikai formulakkal!

Jeloljék az x,, x,, x;, x4 valtozék rendre az egyes termékekbdl gyartandé mennyisége-
ket! Az egyes termékekbdl csak annyit lehet gyartani, hogy ezek eréforrasigénye ne le-
gyen tobb, mint amennyi az egyes eréforrdsokbél rendelkezésre 4ll. Ezt biztositjak a ko-
vetkezd egyenlStlenségek :

2%+ x,  +3x, < 211,

X1 +2x,+x3+3x, < 300,

X Fxgt 2= 150,
Negativ mennyiségeket nem termelhetiink, azaz csak olyan szimnégyesek alkothatjak a
termelési programot, amelyekre igaz, hogy

X Z20,x%=20,x2=20x=0.
Keressiik azt az x,, x,, x;, X, szamnégyest, amely a leirt feltételeket kielégiti, és amelynél a
120x; +100x,+90x; + 140x,
Osszeg maximélis. A feladat teh4t a kévetkez§ formaban irhatéd fel:

2+ %X 3% < 211,
X1 +2x,4+x34+3x, £ 300,
Xy +x3+ x, < 150,
Xis Xz, X3, Xy =z 0
(120x; +100x,+90x; +140x,) — max.

Ezt nevezziik a feladat matematikai modelljének.

Az olyan feltételes szélsGérték-feladatot, amelyben linedris egyen)Gtlenségek és egyen-
letek dltal meghatarozott halmazon egy linedris fiiggvény szélsGértékét keressiik, linedris
programozdsi feladatnak nevezziik. A linearis programozas feladatat 4ltal4nosan az alibbi
forméban irhatjuk fel:
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ayxy+apX, . a gt ax, < by,
azle+322x2+...+02j.xj'+-..+aznxn g bz,

X +apXxs+... ﬂLa,‘J-Xj‘i‘ e = P 4 = b,;,

amlxl+am2x2 "+amjxj+"'+amnxn é bm:
X 2005 0 2 05062005 i %, 20

Ezen feltételek mellett keressiik a

€ X+ CaXg- . F X+ Cpxy

an. célfiiggvény maximumat.

Az ayx +apx,+...+a,x, £ b; egyenlitlenséget az i-edik korlatozé feltételnek nevezziik.
Ennek bal oldaldn 4116 kifejezés azt mutatja, hogy az i-edik er&forrasbdl mennyit hasznal-
nak fel Osszesen a termelés folyamdn. Feltettiik, hogy minden egyenldtlenség linedris.
(Amennyiben az egyenl8tlenségek kozott nemlinedrisak is lennének, a feladat nem a li-

nedris programozas korébe tartozna.)

Mindazon x vektorokat, illetve ezek halmazat, amelyek kielégitik a feltételrendszert,
lehetséges megolddsnak, kozilikk azokat, melyekre a célfiiggvény maximalis, optimélis
megolddsnak nevezziik.

Feladatunkat matrixalgebrai jelolésekkel is felirhatjuk. Ehhez azonban be kell vezet-

niink a kovetkezd szimbolumokat.

Legyen

(vagyis A jeloli a technoldgiai egyiitthatokbol alkotott matrixot);
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(b az egyes eréforrdsok kapacitdsait, mig x az ismeretleneket tartalmazza);
e = [eg; 635 <3 B8]

(a vektor elemei az egyes termékek egységarai).
Feladatunk a bevezetett jelolésekkel a kovetkezSképpen irhaté:
Meghatérozandé az az x = 0 vektor, mely kielégiti az

Ax < b
feltételeket, és amelyre a
ckx

linearis fiiggvény maximalis értéket vesz fel.

Eldfordulnak olyan programozasi feladatok is, ahol a korlétozé feltételek kozott >
irdnyl egyenlBtlenségek is szerepelnek. Ilyen feltételekre vezetnek pl. bizonyos terveld-
irdsok, a termékek kozotti ardnyok fennalldsanak sziikségessége stb. A = irdnyli egyen-
I6tlenségek azonban 4talakithaték < irdnyu egyenlStlenségekké, ha az egyenlGtlenségek
mindkét oldaldt szorozzuk —Il-gyel; pl. a 8x;+2x,—x; = 16 egyenlStlenség  helyett
vehetjiik a vele ekvivalens —8x,—2x,+x; £ —16 egyenldtlenséget.

Ha a feltételek kozott egyenletek is szerepelnek, akkor minden egyenletet helyettesit-
hetiink két egyenl&tlenséggel.

Pl a 3x,—4x,+x; = 14
egyenletet helyettesithetjiik a ko vetkezs két egyenlGtlenséggel:

3x,—4x,+ X,
3x,—4x,+ x5

= 14,

2 14;

vagy a masodik egyenl&tlenség mindkét oldalat —1-gyel beszorozva
3x—4x, 4+ x, 14,

<
—3x, +4x,—x; £ —14.

Lathaté tehdt, hogy ha egy feltételrendszer barmilyen irany linedris egyenl&tlenségeket
¢s linedris egyenleteket is tartalmaz, mindig 4talakithaté egy olyan vele ekvivalens egyen-
16tlenség-rendszerré, melynek é4ltaldnos alakja:

Ax = b.
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Egy adott ¢*x lineéris fiiggvény az

feltételrendszer altal meghatdrozott halmazon ott veszi fel a minimumat, ahol (—1)-szere-
se a maximumat.

Ily médon mindazok a feladatok, melyeknél egy linedris fiiggvény (célfiiggvény) maxi-
mumét vagy minimumét keressiik adott linedris egyenldtlenségek vagy linedris egyenl§-
ségek 4ltal meghatdrozott x = 0 vektorhalmazon, a kévetkez8 altalinos alakban irha-
tok fel:

Ax Z b,
x=0;
¢*X — max.

A linedris programozds feladata éppen annak az x vektornak (vagy azoknak az x vek-
toroknak ) a meghatdarozdsa, mely eleget tesz egyrészt az

Ax = b,
x=0
feltételeknek, mdsrészt amelyre a c*x maximadlis.

Feladatok

26. Irja fel az alabbi numerikus feladatokat (az egyenltlenségek és a célfiiggvény megfe-
lel§ atalakitdsaval) az
Ax £ b,
x=0;
c*x — max

alaknak megfelel§ formaban!

a) 3x,+2x,+ x; £ 16,
4x| _3x3 g _5,

Xy X X3 2 0,
- (4x,—2x3+x;) = max;

U)’ x,+2%,43x, < 40,
—X— X+ X3 = 6,
4x— x,+ x3 = 8§,

xl: xla x3 ; Oa
(—3x,—4x,—2x;) — min;

30



c) —x+x—x—2xy = —7,
2x, —X;— Xy = —b,
4x,+x, +2x, £ 20,

X +xF 3= 7T,
Xis Xg5 X3 Xy 2 0,
(2%, +x,—x;—3x,) —» max;

d) x—xy+ x37— x3+2x; = 10,

X + X3 + x5 = 6,
Xy Fx—2x—2x— x5 = —8,
Xi+X+ X3+ x5+ x5S 12,
Xis Xp, X3, Xy, X5 2 0,
(x;—5x,+x5) — min.

27. Mondjon olyan termelési programokat, amelyek megvalésithaték, és hatirozza meg,
hogy ezek megvaldsitdsa esetén mennyi lenne a célfiiggvény értéke, ha a lineéris
programozasi feladat matematikai modellje a kovetkezd:

a) x+2x+ x; =< 12,
2%+ x,+3x; < 16,
x4+ %+ x; <10,
Xis Xgy X3 Z 0,

(4x,4+12x,+13x;) — max;

b) 2x— x3+x3— x4+ x5 £ 16,
X+ X+ x+2x; £ 10,
3x;+2x,+x;—2x;+3x5 £ 8,
x|, Xp; X3, Xy, X z 0,

(9, +8x,+ 12x4+ 8x4+ 10x;) — max;

c) x+4x+x; £ 15,
X+ X = 8
3x, +x; = 10,
Xys Xz, Xy 2 O,

(9x,+8x,+ 7x;) - max;

d) 2x—x,+ x, +2x; < 22,
3):1 + x3+2X4+ X; = 8§,
xl—|—x2—2x3+ x4+ X5 g 20,
X1, X5, X3 ,Xg, X5 = 0,

(8, + 1136, +9%; + Txy +-5x5) — max!

frja fel a kovetkezd feladatot matematikai formulakkal!

Egy gyar 5 féle terméket 4llit el négy kiilonbozd eréforrds felhasznaldsaval.
Az egyes termékeket jeloliék az 4, 4,, 4,, Ay, A; kifejezések, mig az egyes erdforra-
sokat romai szdmok jeléliék! Az egyes termékek fajlagos eréforrasigényét, az egyes
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erdforrasokbol rendelkezésre 4llé mennyiségeket, valamint az egyes termékek egy
darabjanak eldéllitdsakor (esetleg eladdsakor) keletkezd nyereséget (fajlagos nyere-
ségeket) az alabbi tablizat mutatja.

Eréforrasok Termékek Eré6forra-
sok kapa-
Al AZ A3 A4 A5 Citésa

L 1, X4 3x2 2 x4 2 4 44, £ 120

II. 2 1 2 1 1 = 180

1. 3 6 0 0 3 |[== 150

Iv. 0 1 2 3 1 | = 60
Fajlagos nyereség | 15 %+ 20 x, 21,44 174, 224, ~ Mg

Mennyit termeljen a gyadr az egyes termékekbdl, ha az a célja, hogy a nyeresége
maximdlis legyen, de az A;-bSl nem termelhet tobbet (t6bb egységet), mint az Ay
bél, tovabba a III. erSforrasbol rendelkezésre 4116 lS(Legységet teljes egészében
fel kell hasznalni? TR Xy, F Xs =0

29, gy iizem A,, 4,, Ay, Ay, Ay tipust termékeket gyart kétféle er6forrds segitségével.
Irja fel annak a feladatnak a matematikai modelljét, amely eleget tesz a kovetkezd
feltételeknek :
(1) az A, termékbdl kétszer annyit (egységet) kell termelni, mint az 4,-bSl és az A;-

bd&l Gsszesen;

(2) az A;-b6l és As-bdl Gsszesen legaldbb 500 Ft értékiit kell termelni;
(3) az A,-bél legalabb 20 darabbal tobbet kell termelni, mint az 4;-bdl;
(4) az 1l er6forrés kapacitdsat teljesen ki kell hasznalni; :
(5) az iizem célja a maximélis drbevétel.
A rendelkezésre 4ll6 erdforrdasok kapacitdsat, valamint az egyes termékek fajlagos
er6forras igényét és arat az alabbi tdblazat mutatja.

Erdforrdsok Termékek Eréforra-
sok kapa-
Al Az A3 A4 As citdsa
4
I. 1 0 1 = 3000
11, 1 4 1 2 = 2000
Ar (Ft-ban) 70 2 31 14 32 | X
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gy gyar haromféle mingségii nyersanyagot (4,, A,, A;) dolgoz fel. A nyersanya-
gok feldolgozasa négyféle technoldgiai eljaréssal (T, Ty, Ty, Ty) torténhet. Az egyes

technol6giai eljdrdsok a kiilonb6z8 mindségli nyersanyagok bizonyos ardnyban tér-
ténd felhasznédlasat kovetelik meg. Valamennyi technol6giai eljaras eredményeként
hiaromféle végtermék (V,, V,, V;) keletkezik, de ezek mennyisége fiigg attdl, hogy
melyik technclégiai eljérdst alkalmazzdk. Az aldbbi két tablazat azt mutatja, hogy
az egyes technologiai eljardsok _egyszeri alkalmazéasakor hény egységre van sziikség
az egyes nyersanyagokbdl; illetve hany ¢ f'@gx_agysagm_k.dﬂkez&az egyes veégtermékekbdl;
mennyi az alapanyagokbdl rendelkezésre 4ll6 mennyiség: mennyi az egyes végter-
mékek fajlagos hozama.

S P s P i A 4 Al oA
X, f,j{ﬁivm’a—f @ z—v’/ hog, & ".‘ ‘kfri\'”v'gi’fe““ i £ ._i__.km At/ ralinn
Nyersanyagok Technologidk Felhasznal-
haté nyers-
7, T T, T, anyagmeny-
nyiség
A| 4 X 1 6 A?_ 1 X a 3 A y ?': 4000
A, 8 2 7 4 = 2000
A, 3 5 6 7 | < 3000
‘xr -:’ o
Végtermékek Technolégidk Végtermékek
; fajlagos
T Ty T, T, hozama
v, 5 2 10 1 20
v, 10 1 4 3 10
Vs 2 6 1 4 5
© 5,20+ 10+2_5"" Y210x, A4 20x;, + 245x;3 + FO0Xy —> vnepy

210/
irja fel azt a matematikai modellt, melynek alapjdn meghatarozhatd, hogy az egyes
technoldgiai eljardsokat hanyszor alkalmazzik, ha célul a maximalis hozam eléré-
sét tiizik ki! (Ennél a fcladatnél tekintsiink el attol, hogy a technol’t_’)glal eljardsok

_._____________.J-
szima mindenképpen ¢ legyen! Bz a modell felirdsat a tanult képletnek
megfelelden lehet&vé teszi.)

(—3/1} Neégy kiilonb6z6 termék (T, Ty, Ty, T,) el8éllitdséhoz az A,, A,, A, alapanyagokat

hasznéljak fel. Az alapanyagoknak a termékekbe vald beépiilését a 8. dbrdn 1athat6
grafok mutatjak.
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8. dbr oo p — v a7 ¢

e glidgy Fme T Jorn ittt For eqgiiid spgipun? Nyt 7
Az egyes alapanyagokbol kiilénboz6 mennyiség all rendelkezésre, éspedig ‘ '
az A, alapanyagbdl 360 egység, A xd DX+ YUXs + 1. X =340
az A, alapanyagbol 400 egyseg, ¢

; “ & 74

az A, alapanyagbol 300 egység. 2% + 2 + Xy "y 0
A T, termék éra 18 Ft, i, + dxg 2)(3“" Ay — 9% ]
a T, termék 4ra 16 Ft, v =0 . {
a T,termék dra 19 Ft, X + 16 x4 + 1A X3 1 CoAe =Py

a T,termék ara 20 Ft.
Az A, és az A, alapanyag romland6, azért ezek teljes mennyiségét fel kell hasznal- i
ni a termékek eldallitasahoz. Hany egységet allitsanak el8 az egyes termékekbdl, {
ha a cél a maximalis drbevétel? frja fel a feladatnak megfelelé matematikai modellt!

TN
\ |
6A tehenek stly4nak és tejhozaménak adott szinten tartasdhoz 18,26 egység kaldriéra,
1832 g fehérjeféleségre, 118 g kalciumra és 72 g foszforra van sziikség. Tegyiik fel,
hogy a tehenek takarményat |6hereszénabdl, rétiszénébol, takarményrépdbol, bur-
gony4bél, napraforgébél és bizonyos koncentratumbél 4llitjak ossze! Ezek 1 kg-ja
a felsorolt tapanyagokat az aldbbi tabldzat szerinti mennyiségben tartalmazza.

Takarmanyok A takarmény 1 kg-jaban levl | 1 kg takar-
megnevezése kaléria fehérje kélcium foszfor | mény ara

(egység) () (® (2 (Ft)
Léhereszéna 0,54 %1 56 9,31 1,96 1,62 '
Rétiszéna 0,52 x; 38 6,02 2,18 1,45
Takarményrépa 0,12 x, 3 0,42 0,33 0,52
Burgonya 0,30 xy 9 0,16 0,72 1,54
Napraforgd 0,31 xr 12 3,55 0,68 2,82
Koncentratum 1,32 x¢ 198 2,72 8,11 8,02 J

> o — 22

A takarményféleségek 4rait isfmutatja a tablazat. A felsorolt takarmanyféleségek-
b6l olyan takarménykeveréket kell késziteni, amely a sziikséges anyagokat legalédbb
az elSirt mennyiségben tartalmazza, és emellett koltsége minimalis. frja fel azt a '
matematikai modellt, amelynek alapjin meghatdrozhat6, hogy (az adott feltételek

mellett) az egyes takarményokbél\hén} kilogrammot kell tenni a takarméanykeve-
rékbe! X.Zo )(['.-.?:

7 Blis s g t5mr — &0 T bt




33. A MOKKA Kévécsomagolé Villalat (tovAbbiakban MOKKA) a kévébabot zol-
den vésdrolja Latin-Amerikabdl és Afrik4bol, az illetékes kiilkereskedelmi véllalat
kozvetitésével. A vésérolt kavébabot a budapesti telephelyen porkéli, keveri és cso-
magolja. A kédvékeveréket csak belféldon forgalmazza. A kiilonféle k4véfajtak 4ra
is kiilonboz6. A MOKKA csak olyan kévékeveréket hozhat forgalomba, amely az
el8irt mindségi kovetelményeknek megfelel. A vasarldskor tehat a jovedelmezdségi
szempontok mellett ezt is figyelembe kell vennie.

A MOKKA f8mérnéke nem régen fejezett be sikeresen egy munkat, amelynek
keretében megprobélta a kdvé f6 mindségi jellemz&it kvantifikdlni. A kdvé izének
elbirdlasdban az erd, aroma, koffeintartalom, slirliség, szin és savtartalom a legfon-
tosabb tényezSk. Ezek koziil négyre — erd, siiriiség, aroma, szin — a f6mérndk
egytdl tizig terjed§ minSségi skalat 4llitott fel (tizes a legjobb). A koffein- és a sav-
tartalom mérése az egyszer{ibb eset, mivel a koffeint milligrammban, a savtartalmat
pedig a kavé pH-faktordval lehet mérni.

A MOKKA a kavékeveréket hatféle kavéfajtabol 4llithatja els. Ezek a kovetkes
z6k :

Santos 4,
Rio,
Victoria,
Manizales,
Mexiké,
Liberica.

Az els6 ot kévéfajtat Dél-Amerik4bdl (Brazilidb6l és Kolumbidbél), a hatodik kée
véfajtat pedig Afrikabol (Etiopidbol) importalja a véllalat. Az egyes kavéfajtak im-
portalhaté mennyiségére semmi kikotés nincs. Tehdt barmelyikbél, az igényeknek
megfelelden, tetszGleges mennyiség vasérolhaté. Azonban ezeknél a kavéfajtaknal
a felsorolt hat fontos jellemzd 4ltaldban eltérd, st a vételdruk is kiillonbozd. Ezeket
a jellemz&ket, valamint 1 kg z6ld kdvébab 4rat (USA dolldrban) az al4bbi tdblézat

mutatja.
Kéavéfajtak Er6  Savtar- Koffein- Szin Aroma  Siirfiség | 1 kg zsld
talom tartalom kavébab
ara
Santos 4 6 4,0 2,0 5 8 8 1,40
Rio 10 6,5 1,0 5) 4 & 0,92
Victoria 10 5,0 1,5 3 5 4 0,68
Manizales 8 3,0 2,0 9 7 7 1,88
Mexiko 5 3.5 1.5 3 9 5 1,42
Liberica 8 7,0 241 ) 5 6 3 0,60
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A tabldzatban a kévéfajtdk jelenlegi drai szerepelnek. Mig a Latin-Amerikabél
szdrmazo Ot kdvéfajta dra fixnek tekinthetd, addig az Afrikdbdl beszerezhet Liberica
kavéfajta 4ra bizonytalan.

A MOKKA igazgatdja a kiilkereskedelmi véllalat piackutat6ito] azt a szubjektiv
becslésen alapulé informéciét kapta, hogy véleményiik szerint 70%, a valoszinfisége
annak, hogy a jelenleg 60 centes ar 80 centre fog novekedni, mig 30%, a valdszi-
niisége, hogy az ar nem véltozik.

A forgalomba keriil6 kdvékeveréknek olyannak kell lennie, amely a kovetkezd
tablazatban elGirt mindségi kovetelményeknek eleget tesz.

A keverék jellemzGi Min. Max.
Eré 6 10,0
Savtartalom 0 4,5
Koffeintartalom 0 1,3
Szin 6 10,0
Aroma 4 10,0
Siiriiség 5 10,0

Az adott feltételeket figyelembe véve, a MOKKA a kévéfajtdk olyan keverékét
akarja elGallitani, amelynek nyersanyagkoltsége (vételara USA dolldrban kifejezve)
a lehetd legkisebb. Irja fel a feladat matematikai modelljét! Nézze meg, hogy a fel-
adat feltételei koziil melyek azok, amelyek feleslegesek (a tobbi feltételbdl kovetkez-
nek)! Hozza a modellt az

Ax 20,
x =0,
c*xX — max

képletnek megfelels alakra!

34. A Kenyeresi SiitSipari Véllalat (tovdbbiakban véllalat) néhdny évvel ezelStt termelé-
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si profiljat hézitészta-féleségek gyartdsdnak bevezetésével bdvitette. A melléktevé-
kenységként folytatott tésztagyartds sordn hétféle terméket allit el6 rendszeresen.
Az egyes termékek nyeresége — azonos nyersanyag-osszetétel esetén — amunkaigé-
nyességtdl és a csomagolds modjatol fiiggden 1ényegesen killonbozik egymastdl. A koz-
ponti arintézkedések hatdsdra a termékegységre es6 realizdlhatd véllalati nyereség
(jelentdsen) csékkent. Ennek ellenstlyozdsa érdekében a termékstruktirdban rejl8
(és az erdforrasok, valamint egyéb feltételek 4ltal behatérolt) lehet8ségek kiaknéazd-
sanak a kordbbinal nagyobb jelent8sége van.



A véllalatvezetés a fentiek szellemében tiizte ki célul a gépkapacitdsok, a rendelke-
zésre all6 munkaerd €s a piaci lehet8ségek mint korldtozd tényez8k mellett a maxi-
malis nyereséget biztosit6 termelési program megtervezését.

A tésztagydrtds folyamata négy technol6giai szakaszbél 4ll, éspedig tésztanyijtas,
tésztaalakitds (forméra vigls), szaritds, csomagolds. A technol6giai munkafolyamat
jellemzdje a kézi munka magas ardnya. A tésztdk alakitdsa (forméra vagas) és a
csomagolds teljes egészében kézi erdvel torténik. Igy ezeknek a technolégiai szaka-
szoknak els6sorban a rendelkezésre 4ll6 munkaerd szab hatdrt. A tésztanyuijtds és
a szaritds gépesitett. Az alabbi tabldzat azt mutatja, hogy a véllalat milyen tészta-
féléket készit, ezek 1 tonndja hany Ft nyereséget hoz, mekkora a nyujtégép és a
szaritdgépek teljesitménye.

Termékfajta Kalkulalt Nyujtégép | Atlagos szaritdsi | 100 kg termék
nyereség teljesitménye idé fajlagos szari-
tdsi ideje
(Ft/t) (kg/éra) (6ra) (6ra)
Cérnametélt 410 20 9 5
Rovidmetélt 340 50 12 6,6
Szélesmetélt 320 50 12 6,6
Eperlevél 360 40 15 8.4
Kiskocka 300 50 9 7,5
Nagykocka 280 50 12 10
Csigatészta 430 40 12 10
Szarvacska 350 25 12 10

A villalatnak egy nynijtogépe van, amely sziikség esetén két miiszakban is termelhet.
A termékeket kétfajta sziritogépen széritjak, éspedig az elsG négy terméket a hideg-
levegds szdriton, az utolsé négy terméket pedig a meleglevegds szaritén. (A tab-
ldizatban mdir az ennek megfeleld értékek szerepelnek.) A hidegszaritéban egyszer-
re 180 kg készterméknek megfeleld tészta helyezhetd el (fajtatél fiiggetleniil). A sz4-
ritészekrényt 24 6ra alatt kétszer lehet feltdlteni, maximalis teljesitménye tehat 360
kg/24 6ra, a karbantartds és pihentetés miatt azonban ennek csak a 85%;-val sza-
bad szdmolni. A véllalatnak 1 hidegleveg8s szekrénye és 2 meleglevegds szekrénye
van. Egy melegleveg@s szekrénybe egyszerre 120 kg készterméknek megfelels tész-
ta fér, és ezek is kétszer tolthetSk fel 24 éranként. Igy a meleglevegds szariték maxi-
mélis Ssszkapacitdsa 480 kg/24 6ra, de ugyancsak 85%-os kihasznaltsiggal szabad
szdmolni.

A tésztafajtak alakitdsa és csomagoldsa két miiszakban torténik. Harmadik mi-
szak beinditdsira a szarit6k miatt nincs lehet8ség. Egy miiszakban legfeljebb 8 6
alakit6 és 5 f6 csomagolé foglalkoztathat6é a rendelkezésre 4116 munkateriilet alap-
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jan. Egy 6 hasznos munkaideje napi 8 6rai ,,hasznos” munkdaval szamolva évi
271 munkanap. (Ugyanennyi a gépek hasznos munkanapjainak a szdma is.) A tész-
tafajtak alakitdsénal és csomagolésanal a kovetkezd tabldzatban felsorolt teljesitmé-
nyekkel szdmol a véllalat.

I Termékfajta Alakitas Csomagolas
(kg/6ra/f5) (kg/6ra/fo)
Cérnametélt 8 8
Rovidmetélt 10 12
Szélesmetélt 11 12
Eperlevél 7 10
Kiskocka 8 10
Nagykocka 10 14
Csigatészta 4 9
Szarvacska 4 8
L

Bir a tésztafélék kereslete nagy, a kereskedelmi vallalat nagyon iigyel arra, hogy
megfelel§ vélaszték alljon a fogyasztok rendelkezésére. Ezért az aruatvétellel kapeso-
latban — éves szinten — a kovetkezd kikotéseket tette:

(1) a metélt tésztaféleségekbdl (vagyis az elsé harom termékbdl) Osszesen annyi ton-
nat vesz 4t, mint a két utolsé termékbdl (csigatésztabol és szarvacskabol),

(2) kiskockébdl haromszor annyit kell szallitani, mint nagykockabol,

(3) az eperlevél (keresett cikk) mennyiségének legalabb annyinak kell lennie, mint
a metélt tésztaféleségek fele,

(4) kiskock4bdl é&s nagykockdbol dsszesen legfeljebb annyit vesznek &t, mint cérna-
metéltbdl,

(5) a cérnametélt mennyisége nem haladhatja meg a rovidmetélt és a szélesmetélt
dsszmennyiségét,

(6) az eperlevél mennyisége nem lehet tébb, mint a tobbi hét termék &sszmennyisé-
gének negyede.

Az adott gépkapacitdsoknak, munkaer8korlatoknak és piaci feltételeknek megfe-

lelGen melyik az a matematikai modell, melynek alapjin meghatérozhato6 a véllalat

éves optimélis hazitésztagyértdsi terve?



4. A kétvaltozos linearis programozasi feladatok
grafikus megoldasa

A kétismeretlenes linedris egyenletek megolddshalmaza — mint tudjuk — egy egyenest,
mig a kétismeretlenes linedris egyenlGtlenségek megolddsai egy félsikot hatdroznak meg
a sikban. Ez lehet6vé teszi hogy a kétvaltozds linedris programozasi feladatokat grafiku-
san megoldjuk. Tekintsiik a kovetkezd feladatot:

1. 3Ix5,4+2x, = 6,

L. —x,+ x, = 4,
HI.  5x,+8x, = 40, 4.1)
1v. x—2x, < 4,
V. XXy = 0,

(2x; +x;) = max.

Ennek a feladatnak minden egyes feltétele
egy félsikot hatdroz meg, igy az egyenlétlen-
ség-rendszer (feltételrendszer) megoldésa ezek-
nek a zart félsikoknak a kozés része. Ezt
az eldzGekben leirt médon hatarozhatjuk
meg. A feltételrendszer megolddshalmaza a
9. dbrdn 1athaté, melyet be is satiroztunk,
és L betiivel jeloltiink. A besatirozott alak-
zat (egy sikbeli sokszég) minden pontja kielé-
gitiaz [—V. feltételeket, tehat az alakzat pont-
jai a (4.1) feladat egy-egy lehetséges megol-
désa. A kiilonbdz6 pontokban azonban a cél-
fiiggvény értéke mas és més lehet. Feladatunk éppen az, hogy meghatdrozzuk az L hal-
maznak azt a pontjit vagy azon pontjait, amelyeknél a 2x,-+x, célfiiggvény maximalis
értékét veszi fel, E célbdl irjuk fel a

=~

9. dbra

2x,+x, = k (4.2)

egyenletet, ahol k tetszdleges konstans értéket jelent! Tudjuk, hogy ha k barmilyen kons-
tans érték is, a (4.2) egyenlet megold4shalmaza mindig egy sikbeli egyenest hatdroz meg;
kiilonbozd k értékeknél ezek az egyenesek is kiilonbézéek, de egymdssal mindig pdrhuza-
mosak lesznek.
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Helyettesitsiink példaul a k helyére négyet! Igy a (4.2) egyenlet a kivetkez8 alaki lesz:
2x1+x, = 4.

Az ennek megfelels egyenest a 9. dbrdn szaggatott vonallal jeloltiik. Ezen szaggatott vo-
nal minden pontjiban a célfiiggvény értéke 4-gyel lesz egyenls. Mivel a 2x,+x, = 4 egye-
nes metszi az L halmazt, azért van olyan lehetséges megoldésa a (4.1) feladatnak, amely-
nél a célfiiggvény értéke négeyel egyenld. (A szaggatott egyenes mindazon pontjai ilyen
megolddst adnak — és csak ezek —, melyek pontjai az L halmaznak is.) Ha az Abran
lathaté szaggatott vonallal jelolt egyenest Gnmagdval parhuzamosan eltoljuk, akkor olyan
egyeneseket kapunk, amelyek kiilonboz6 k értékekre adjik a (4.2) egyenlet megoldasat.
Nekiink a (4.2) képletnek megfeleld egyenesek koziil az kell, amelyiknek még van kozds
pontja az L-vel, és amelyiknél k maximalis értékii. Mivel a szaggatctt egyenes a sikot
két olyan nyilt félsikra osztja, amelyek egyikének pontjaira a

2x,+x, > 4,
a mésik félsik pontjaira pedig a
2x,+x, < 4

egyenlStlenség 4ll fenn, azért egyik irdnyban onmagdval parhuzamosan eltolva az egyenest
a k értéke nd, mig a mdsik irdnyban eltolva k értéke csékken. Azt kell megnézni tehét,
hogy melyik irdnyba célszerii eltclni az egyenest. (Ezt tobbféleképpen meg lehet hataroz-
ni.) Ha példdul a k helyére nyclcat irunk, és dbrdzoljuk az ennek megfelel

2x| +x2 =— 8

egyenletet, akkor azt latjuk, hogy olyan egyenest kapunk, amely a szaggatott egyenesnek
az 4bran lathaté nyil irdnydban 16rténé eltolasdval nyerhetS. Ha a nyil iranydban egyre
messzebb toljuk el 6nmagédval padrhuzamosan a szaggatott vonallal jelolt egyenest, akkor
a neki megfelel§ egyenletben k értéke egyre nagyobb lesz. Lathaté, hogy legmesszebbre
akkor tudjuk eltolni, ha az egyenes dtmegy a IIL, IV. egyenesek metszéspontjén, amelyet
Py-val jeloltiink. Ez adja a (4.1) feladat optimélis megoldésat. Ez a pont az

S5x;+8x, = 40,
x—2x, = 4
egyenletrendszer megoldésa:
56 10
Xn=—, X%=——
S
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122
Vagyis az az optimalis megold4s, melynél a célfiiggvény értéke: 2x,+x, = —9- . Ezzel a

(4.1) feladatot megoldottuk. Az optimélis megoldés az L halmaz egyik csticspontja. A fel-
adatnak csak egy optimélis megoldésa van.

Ezek utdn egyszeriien beldthatd, hogy ha a (4.1) feladatnal az adott feltételrendszeren
a 2x,+x, fiiggvénynek a minimumat keresnénk, akkor az optimalis megoldést az I. egye-
. nes és az x, tengely metszéspontja adnd. Ebben az esetben az optimélis megoldis x, = 0,
Xy = 3, és a célfiiggvény értéke 3. (Az optimalis megoldas most is az L halmaz egyik csics-
pontjaként adédott.)

Tekintsiik most a kévetkezd feladatot :

4, (4.3)

Oldjuk meg ezt is az €l8z6 példdhoz hason-
16an! ElGszor hatdrozzuk meg a lehetséges
megolddsok halmazit, vagyis az L halmazt.
Ezt a feladat egyenlGtlenségei 4ltal meghat4-
rozott félsikok kozds része adja. A 10. dbrdn
lathaték a feladat megolddsidhoz sziikséges
egyenesek, valamint az L halmaz, melyet be-
satiroztunk. Lathatd, hogy az L halmaz most
nem korldtos.

Az el6bbi példa megoldasanal alkalmazott
eljdrashoz hasonléan most is tegyiik egyen-
16vé a célfiiggvényt egy tetszdleges konstans- /0. dbra
sal, majd az igy kapott egyenletnek megfe-
lel6 egyenest rajzoljuk fel az dbrdra. Mi a célfiiggvényt hattal tettiik egyenlévé, &s igy a
10. dbrdn lathaté szaggatott vonal egyenlete:

xl+xl = 6.

Ennek az egyenesnek van kozds része az L halmazzal, amibé’i kovetkezik, hogy a (4.3)
feladatnak van (végtelen sok) olyan lehetséges megolddsa, amelynél a célfiiggvény érté-
ke 6. Egyszeriien belathatd, hogyha a szaggatott vonallal jeldlt egyenest Snmagéval pér-
huzamosan az 4brén lathaté nyil irdnyaba egyre messzebb eltoljuk, akkor az igy kapott
egyenesek x, +x, = k egyenletében a k értéke egyre nagyobb lesz. Az optimélis megolddst
akkor kapjuk, ha ezt az egyenest a nyil irAny4ba a lehetd legmesszebbre eltoljuk tigy, hogy
annak még legyen kozds pontja az L halmazzal. Esetiinkben azonban bdrmely tdvolsdg-
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nal méy messzebbre eltolhaté az egyenes ugy, hogy legyen kézos része az L halmazzal.
Ilyenkor azt mondjuk, hogy a feladatnak nincs optimdlis megolddsa. Ennek oka az, hogy
a célfiigevény az L halmazon nem korlétos.

Ha viszont a (4.3) feladat feltételrendszerén az ott szerepld célf iigevénynek nem a maxi-
mumat, hanem aw. akkor a feladatnak méar lenne optimalis megol-
désa. Ebben az csetben ugyanis a szaggatott vonalat a nyil irnydval ellentétes irdnyba
kellene a lehetd legmesszebbre cltolni Ggy, hogy még legyen koz0s pontja az L halmazzal.
Igy optimdlis megoldasként wMjﬂ/mkapnénk, amely az L halmaz
egyik cstcspontja. Az ébrarol az is Teo vashatd, hogy csak egy optimalis megoldas van.
Vagyis ha az L halmaz nem korldtos, azért méyg a célfiiggvény lehet korldtos.

Ha a (4.3) feladat feltételrendszerével a —x, +x, célfilggvény maxi i snénk,
akkor a feladatnak végtelen sok optimdlis meégolddsa lenne; mivel a —x +x, = k (ahol
k tetszGleges konsmek megfelels egyenesek pérhuzamosak a
—x,+Xx, = 4 egyenessel, amely az L halmaz egyik hatdrolé egyenese. Az elSbbickben
alkalmazott moédon belathatd, hogy ennek az egyenesnek minden pontjdban a —x;+X;

célfiiggvény maximélis értéket vesz fel. Ha az L halmaz nem iires és korlatos (tehat kon-
vex poliéder), akkor a feladatnak mindig van optimalis megoldasa.

Az ismertetett médon minden kétvdltozés linedris programozési feladat megoldhato.
Grafikus tton azonban nemcsak a kétvaltozos feladatok oldhaték meg, hanem bizonyos
tipusii nemlinedris programozasi feladatok is, de ezek megoldasaval kiilon nem foglal-
kozunk. Az eléz8ekben ismertettitk néhény nemlinedris kétvaltozos egyenl&tlenség-rend-
szer megoldésat, melyek alapjan az aldbbi példdk kozt felsorolt kétvaltozés nemlinedris
programozasi feladatok is megoldhatok.

Feladatok

35, Oldja meg grafikusan a kovetkez8 kétvaltozos feladatokat!

a)) 2x--5x, = 10, b)  3x—4x,

< 12,
Tx,+8x, £ 56, 2x,+3x, = 18,
—5x,+2x, = 10, —x,+ %= 3,
Xy = 0 x+ xz 2
(—x;4+5x,) = max: Xy Xa = 0,
(5x,4+2x,) = max;
¢) 2x+x,£8, d)/ x+3xz 9,
—3x+x5 = 3, 0 —at+ < 5
X +x, z 1, SX) 0 2x+3x, < 24,
xX—% 2 1, - x—3x, < 6,
Xis X5 =0, X1, X3 = 0, .
Xy —max; (4x,4-6x,) — max;

« fa 7 g
V£ afa’_. /b ,-rv’-w"-:
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e) 4x—5x, £ 20, f) 2x43x,= 6,
x4 x = 3 dx,— x, = 4,
—9%j<-3%, & 15, —x+ x = 3,
Xps Xy = 0, 2xi—3x, < 12,
(—2x,+x,) = max; Xy X5 = 0,

(8x;+7x,) — max.

_ 36. Hatdrozzameg, hogy a kovetkez8 kétvaltozds feladatoknak mi lesz az optimalis
megolddsa kiilonbdzs célfiiggvények esetén! (A célfiiggvényeket z,, z, & z, szim-
bélumokkal jelsltiik.)

a) Ax,+7x, £ 56, 22/°b)) x—x =2
5x,—Tx, < 35, / xtx 22
—2x+ x, = 2, —x;+x, £ 4,
—X+ 5= 4 X +x, =8,
X[y X3 = 0, X =4,
x|, X3 = 0,
z; = (—x;+5x,) — max; zy = (Tx,-+8x;) - max;
Z; = (5x,—Xx,)  — max; z; = (8x,+7x,;) - max;
z3 = (—3x,+x,) — max; z3 = (8x,+8x;) —» max;
c) x—4x, £ 4, d) 1lx—14x, £ 77,
2x—3x, £ 12, —I12x;+ 9x, £ 54,
2x+ x 2 3, 3+ xz 3,
—3x,+2x, £ 9, dx+ Tx, = 14,
X1 X3 2 0! X1y X g 01
z; = (x,4+3x,) » min; z; = (8x,—15x,) - max;
z; = (2x,+5x;) — max; z, = (16x;+28x,) — min;
zy = (—7x;—5x%;) = max; zy; = (—4x;+3x,) - max.

37. Oldja meg, grafikusan a kovetkezd linedris feltételekkel adott nemlinedris progra-
mozasi feladatokat! (A célfiiggvény nemlinedris.) Hatdrozza meg az optimalis meg-
oldast abban az esetben is, ha az adott feltételrendszeren az adott célfiiggvény mini-
mumanak meghatarozasa lenne a cél!

a) X+ %= 2, b) 2x—3x, £ 6,
—5x;+3x, £ 15, 24+ x, = 4,
Sx—2x, < 20, —r e X552,
Sx+3x, = 45, x < 7,
Xy Xy = 0, Tx—2x, £ 42,
(x}+x3) » max; Eiy X5 > 0,

[(xi—4)*+(x,—3)?] » max;
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¢) 9x—I10x, £ 9, d)  3x,4+2x,= 6,

9x+ 4x, < 72, x;+6x, = 6,

X+ x = 4, x, = 10,

—3x+ 2x, £ 6, 2%+ x% £ 5,

X5 X3 = 0, X4y X5 = 0,
(x3+2x;) - max; (—2%+1n 2 -+ x;) > max.

Hatarozza meg grafikusan, hogy a kovetkez6 nemlinedris egyenl&tlenség-rendszer
altal meghatarozott L halmazor hol veszi fel a maximumat, illetve a minimumat

az adott linearis célfiiggvény!
a) (x—3)*+(x,—3)* < 25, (b? xi— 23 <1,
Xy +x3 > 4, =X+ x, < 1,
3x,—4x, < 6, —x+2x, <8,
—X+3x; = 21, (=5 +0—4)? = 1,
Xis X = 0! Xy X3 g O:
a célfliggvény : x;+x,; a célfiiggvény : —2x, +4x,;
Y '
X (9 21, d) Br— 320,
2 )N (e—4)? +(x,—4)? = 2, — x2+8x, 2 0,
~—x;+2x; =8, — x;+2x, =2 0,
2x—x, < 8, —2x,+3x, < 8,
X1y X3 ; 0’ X Xg g Us
a célfiiggvény : x,—3x;,; a célfiiggvény : —3x,+2x,.

39.

40.

41.

irjon fel olyan feladatot, amelyben a lehetséges megolddsok halmazat a (0; 1),
(1:3),(2;0)ésa(3;1)extremalis pontok altal meghatdrozott konvex poliéder pontjai
alkotjak! Legyen a célfiiggvény x,—x,! Oldja meg a feladatot (x;—x,) — max és
(¥;—x,) — min esetekben!

Rajzolja fel az (1; 2), (5; 1), (7; 3), (5; 6) és a (2; 4) cstcspontok 4ltal meghatirozott
konvex sokszdget, melyr6l azt tudjuk, hogy ez egy lineéris programozési feladat L
halmaza! A feladat célfiiggvénye: (3x;+bx,), ennek minimumdt keressiik. A cél-
fliggvényrdl tudjuk, hogy az optimélis értékét az (5; 6) csucspontban biztosan fel-
veszi.

a) Irja fel az adott L halmaznak megfelel§ feladat feltételrendszerét!

b) Hatarozza meg, hogy a b paraméter milyen értékek kozott helyezkedik el!

Legyen az L halmaz az a konvex 6tszog, melynek csucspontjai a kovetkezdk: (2; 0),
(4; 1), (65 3), (3; 6), (0; 5)! A programozasi feladat célfiiggvénye: (ax,+bx,) és maxi-
mumdat keressilk. Még azt is tudjuk, hogy a célfiiggvény az optimalis értékét az L
halmaz egyetlen pontjiban, éspedig a (6; 3) csicspontban veszi fel.



42.
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a) Irja fel a programozasi feladat feltételrendszerét!
b) Hatdrozza meg, hogy az a és b paraméterek milyen értékei esetén veszi fel a cél-
fiiggvény a maximalis értékét a (6; 3) pontban!

Egy konvex poliéder extremalis pontjai a kévetkezdk 0; 1), (1: 0), (6; 2), (4; 5),

(25 4). Ez a konvex poliéder egy LP-i feladat L halmazanak tekinthets. A feladat

az (ax, + bx,) célfiiggvény maximumdanak elérése.

a) Irja fel az adott konvex poliédernek mint L halmaznak megfelel§ feladat felté-
telrendszerét!

b) Mit tud mondani a célfiiggvényben szerepls a és b paraméterek nagysigarol,
ha azt tudjuk, hogy az ax,+bx, fiiggvény maximalis értékét az L halmaz egyet-
len pontjéban, a (2; 4) csicspontban veszi fel, és ez a maximalis érték 107

Legyen az L halmaz a (2; 1), (6; 0), (7; 6), (3; 5), (0; 2) csticspontok dltal meghata-

rozott konvex 6tszog! A feladat ax, +bx, célfiiggvénye a maximumat csak a (6; 0)

cstcspontban veszi fel, a minimumét pedig csak a (3; 5) csucspontban.

a) Irja fel az adott L halmaznak megfelels feladat feltételrendszerét!

b) Hatdrozza meg a célfiiggvényben szereplé paraméterck értékét, ha azt tudjuk,
hogy a célfiiggvény maximalis értéke az L halmazon 12!

¢) Hogyan alakulna a célfiiggvényben szerepl8 paraméterek értéke, ha a célfiige-
vény a maximumét a (6; 0) csticsponton kiviil, illetve a minimumét a (3; 5) cstcs-
ponton kivill az I. halmaznak még mdas pontjaban is felvehetné? (A paraméterek
milyen értéke esetén lenne a feladatnak végtelen sok optimdlis megolddsa? )

Epgy feladat L halmazat a 11. dbra szem-
Iélteti.

a) Irja fel azt a feltételrendszert, amely
az L halmazt el@éllitja! (Kossiik ki
a véltozok nemnegativitdsat is!)

b) Ha a célfiiggvény ax,-+bx, alaki,
akkor a paraméterek milyen értékei
esetén kapunk olyan célfiiggvényt,
amely sem a maximumét, sem a
minimumat nem veszi fel az L hal-
mazon?

¢) Az a és b paraméterek milyen ér-
téke esetén lesz olyan a célfiiggvény,
amely maximumat felveszi az L hal- |
mazon, de a minimumét nem (illet-
ve a minimumat felveszi, de a maxi- -~
mumat nem)?

d) Létezik-e olyan linedris célfiiggvény,
amely az adott L halmazon a maxi-
mumat is és a minimumat is felveszi? ;7 4pra




45. A 12. dbrdn 14thaté L halmaz pontjait
tekintsitk egy feladat lehetséges
megoldasainak!

a) rja fel azt a linedris egyenlGtlen-
ség-rendszert, melynek megolddsai
az L halmazt allitjak el6!

. b) Melyek azok a célfiiggvények,

amelyeknek sem maximuma, sem

, pedig minimuma nincs az L hal-

il """“’/ 2l mazon ?

: v P o5 8 5 ¢) Hatdrozza meg, hogy'azaxlﬂ—bxz
alaki célfiiggvény milyen a és b
12, dbri paraméterértékek esetén veszi fel
a maximumat csak egyetlen pont-
ban az L halmazon!
(A maximumpont koordindtait is mondja meg!)
d) Adjon meg legalabb hdrom olyan célfiiggvényt, amelyek mindegyike az L hal-
maz végtelen sok pontjAban minimalis értéket vesz fel!
¢) Létezik-c olyan linearis célfiiggvény, amely a maximumat a (2; 5) koordinatajl
pontban veszi fel, és ez a maximadlis érték zérus?
/) Milyen paraméterértékek esetén veszi fel a célfiiggvény a maximumat az (5; 0)
koordinatijii pontban, ha még azt is tudjuk, hogy ez a maximalis érték: 10?

j‘ egyen 1 < 1 egy pozitiv paraméter! Adja meg ¢ azon értékeit, amelyeknél a
1c o uw{-wﬁé’_' S "’-3,”“”“’";” = \ T t ol t=A1
4}‘ _", " ,‘/ "_f“‘_’ ,J:t l’("L-"r @1_.}.!,,-"],‘ l;, ’,‘ 3.X| +5X2 é 40, / -'f 4
, 3y . g o 5x;+3x, £ 40,
edaats =23 4 a, 0o
s/ 5/ 7/ / =Xt x5,
b7 1 54) A S . - T
/ L el — b L=l 4
Y g el [tx,+(1—0)x;] > max  * X, + (if £ )%,
T ALYyl y, =L\~ £
feladatnak végtelen soic ‘optimdlis megoldédsa van! Llea 7 A +

t N = ==
X @Egy vegyi iizemben hdromféle nyersanyagbdl két kiilonbozé technoldgia szerint ]e:t !
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et eldallitani a készterméket és az eljards sordn ezzel egyiitt kapott két kiilonbdz8
mellékterméket. A nyersanyag-felhasznalast, a kihozatal fajlagos értékeit (tonnéban)
a kovetkez$ tAbldzat mutatja a technolégidk egyszeri alkalmazasa esetén.
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Technologiak
I itk
Nyersanyagok A4 | X + 3 £ 60
B 4 1 < Ao0 ¥ .
) z
C 3 4 & e
Késztermék i 1.5 7 ) 1?2
Melléktermék 1. 05. 2 Ko - [ 4
Melléktermék 11. ¢ Ny 25 )
ho el ST AT Ry gog et yoy < 10000 54 4 e
"f_ét 5 We + 2 - Love + 20 * j’foo

I tonna késztermék bruttd nyeresége 15000 Ft, mindkét melléktermék tonndjaé
pedig 2000 Ft. A két technol6gia milyen kombindci6jat kell alkalmazni, hogy az
izem maximalis brutté nyereséget érjen el, ha az A4-bél 60 tonna, B-b8l és C-bél
egyarant 100 tonna nyersanyag all rendelkezésiinkre? Irja fel a feladat matematikai
modelljét is! (A feladatot grafikusan oldja meg!)

48. Egy iizem kétféle végterméket (T -et és T,-t) készit hdromféle alaptermék (A4, B
¢s C) Osszeszerelésével. Az Osszeszerelési vazlat a 3. dbrdn lathaté. | db T, dsszesze-
reléschez 2 éra, 1 db T, Osszeszereléséhez

3 6ra sziikséges. A szerelési 6sszkapacitas

500 éra. A C alaptermékbdl legfeljebb /(D\
300 darab készithetd (az egyéb, itt figye-

lembe nem vett, jérulékos anyag korla- [ 3dbAl Ll dbC LZ dbB I 2dbcC I

tozott volta miatt). A piackutatdk szerint
a T, és a T, termékekbdl Ssszesen legfel- /3. dbra
Jebb 200 darab értékesithetd, igy ezekbdl
enné] tobbet nem szabad késziteni. 1 db A alaptermékhez 4, | db B alaptermékhez 7,
1 db C alaptermékhez 8 egység alapanyag sziikséges. Az alapanyag korldtlan mennyi-
ségben beszerezhetS, ugyanakkor az iizem raktdraban 2000 egység alapanyag van,
amelyet mindenképpen fel kell haszndlni. Ha a T, termék egységén 2000 Ft, a T 5
termék egységén 3000 Ft a nyereség, akkor mennyit készitsen az iizem ezekbdl a ter-
mékekbdl, hogy maximdlis legyen a nyeresége? Irja fel a feladatnak megfeleld mate-
matikai modellt is!

Hogyan véltozna az optimdlis program, ha nem volna az a kikotés, hogy a C
alaptermékbdl legfeljebb 300 darab készithetd?

N

‘2) @Egy termelGszivetkezet vezetsége arrdl akar donteni, hogy létesitsen-e egy ipari
mellékiizemégat, mivel egy fGvarosi iizem felajnlotta, hogy rendelkezésiikre bocsat

két gépet (G, G,), amelyek két kiilonbdz8 alkatrész (A4,, A,) gyartdsara alkalmasak.
Szerz8dést azonban csak akkor kétnek, ha a tsz véllalja, hogy naponta legalabb
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200 db-ot gyart mindkét alkatrészb8l. Raktirkapacitds hidnya miatt a heti Gsszter-
melés legfeljebb 4000 db lehet. A gépeket legfeljebb napi 8 6rdban iizemeltethetnék
¢és 5 napos munkahéttel szimolhatnak. Az egyes alkdtreve!{ fajlagos megmunkalasi
ideje az cgyes gépeken percben kifejezve:

o

h L""r_‘V-.) Vo
naal Aa e '.-vv-uf.'
i Alkatré- | Gépsk X, 7 200
; X5 szek G, G, ¥ 7 246
2, T L
4, 0,543, (0,6 Py Syt 5)<2 =3 /000
AZ 038."-';_ 1,2 Xy —

4. bopra_ \, “bﬂ) = 40
A fGvérosi ilizem 4 termelt alkatreszeket korlatlan mennyiségben atveszi, éspedig
az A, alkatrész darabjat 10 Ft-ért, az A4, alkatrész darabjat 12 Ft-ért. A gépek hasz-
nalatdért a szovetkezetnek nem kell fizetnie. Az elGzetes kalkuldcidok szerint 4, 6n-
koltsége 7 Ft/db, 4, 6nkdltsége 8 Ft/db. —
irja fel a dontést korlatozo feltételeket matematikai alakban! (“é-_c;___(_ :
Abrazolja a lehetséges megolddsok halmazit, és hatarozza meg grafikusan azt a
termelési programot, amelyre a tsz napi bruttd nyeresége maximalis!

22 5X; +L{,J(, = e

-Kihasznélja-e a tsz a gépek kapacitasét ilyen gyértdsi terv esetén? O,6- Hoa\tf/z. 2000

~_ Megkdti-e a szerz6dést a tsz a fovérosi iizemmel? fz% /i p{" o s o sl
T Valtozna-e a tsz brutté nyeresége, ha nem kotnék ki, hogy mmdegylk alkatreszbol
‘ legdlé.bb 200 db-ot kell gyartdm ndpontd’ . Jev“- Ay rapn” £00 , Ay OM
_.,,,.,' 5;’\(,"1:,! Wi / -0 I‘.fllrt £4 "J

50. Egy iizembe egy tehergepkocswal hiarom helyrdl szallitjdk a termeléshez sziikséges
nyersanyagot. Az 1., a Il. és a II. nyersanyagraktdrak rendre 4, 3 és 1 Ft-ért drusit-
jak a nyersanyagok kilogrammjat. A nyersanyagnak a tehergépkocsira vald felraka-
sa az 1., a II. és a IIL. nyersanyagraktarban 100 kilogrammonként rendre 1, 4 és 5
percig tart. Az iizem napi nyersanyagsziikséglete 1200 kilogramm. Mivel az lizem
ezt a nyersanyagot nem raktdrozhatja, azért ebbdl mindennap pontosan 1200 ki-
logrammot kell leszallitani. Hogy a nyersanyag naponta megfelel6 id6ben érkezzék
az iizembe, a berakoddsnak a hirom nyersanyagraktdrban egyiitt nem szabad 40
percnél hosszabb ideig tartania. Az egyes nyersanyagraktdrakbdl mekkora mennyi-
ségli anyagot hozzon a tehergépkocsi, hogy a szillitott mennyiség dra a legkisebb
legyen, ha az egyes raktdrak naponta rendre 1000, 800 és 600 kilogrammnal tobb
nyersanyagot nem tudnak adni?

irja fel a feladatnak megfelel6 matematikai modellt, és dbrdzolja az L halmazt!
Befolyasolja-e a raktarak kapacitdsa az optimalis szillitdsi tervet? Melyik raktdr
kapacitasanak novelésével csokkenne a széllitott mennyiség ara?

. " :
L100' 0,5 + LOD.OIC’{’:' Lo+t 460> 360 \J—UW"J e e -‘jﬁ’ g
LYoo o6 00 427 LMot LU0z o~k L "
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5. A linearis programozasi feladat kanonikus alakja

Az Ax < b feltételrendszer minden egyenlétlenségét alakitsuk 4t egyenlSséggé oly mo-
don, hogy minden egyenl&tlenség bal oldaléhoz adjunk hozza egy nemmegativ u; vélto-
z6t! Igy a kovetkezd egyenletrendszert kapjuk::

8y Xy +8%+ .. Fa X, U = by,
a2|4_tl+%2x2+...+ﬂ2nxn+uz = bz,

Am1Xy +am2x2+ +amnxn+um = bm'

Az uy, ty, ..., U, vAltozokat eltérésvaltozéknak is mondjuk, mivel azt mutatjik meg,
hogy egy adott termelési program esetén mennyivel kisebb a megfelel§ egyenldtlenség
bal oldala, mint a jobb oldala. Ha ismerjiik az x;, X, ..., X, véltozék értékét, akkor is-
merjiik az uy, 4, ..., U, valtozok értékét is. ElsGdleges (primél) célunk azonban mindig
az X;, X, ..., X, valtozok meghatdrozasa, azért ezeket primdl vdltozéknak nevezzik.

Ha bevezetjiik az

- ' 4
u* = [ug; ;e Uy

jelolést, akkor a linedris programozés feladatdnak édltalanos alakja a kovetkez, vele ek-
vivalens \in. kanonikus alakba irhat6 fel:

Ax+Eu = b,
x =0,
uz0,

c*X — max.

$sszevontabb formaban:

[A, E] [:] = b,

e

c*x — max.
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Ha [:] megolddsa a kanonikus alakd feladatnak, akkor az x megolddsa a vele ekvi-
valens altalinos alakd feladatnak, és megforditva, ha x megoldédsa az 4ltalinos alaku fel-
adatnak, akkor az ]: megold4sa a megfeleld kanonikus alakd feladatnak. Az x és

az t:] vektorok kozott tehédt kolesondsen egyértelmii megfeleltetés 1étesithetd.

Léthaté az is, hogy minden linearis programozési feladat eltérésvéltozok bevezetésé-
vel Atalakithaté egy olyan vele ekvivalens feladattd, melynek feltételrendszerében csak
egyenletek vannak. Elegendd tehdt vizsgdloddsainkat az

Ax = b, “
x=0,
c*x —» max

alaki feladatra elvégezni. Ilyen alaki feladathoz kétféle titon juthatunk: vagy eleve egyen-
letek forméjaban tudjuk megadni feltételeinket, vagy egy nem kanonikus alaku feladatot
alakitunk 4t kanonikus alakiara. Ha a feladat feltételei kozott egyenlStlenségek is vannak,
akkor az x vektor tartalmazza az uin. eltérésvéltozdkat is, és ebben az esetben a ¢* vek-
tor azon komponenseit zérussal kell p6tolni, melyek a c*x skaldris szorzatban az eltérés-
véltozdkkal szorzédnak.

A kanonikus alaku feladattal kapcsolatban vezessiik be a kovetkezd alapvet6 fogalma-
kat!

Megolddsnak neveziink minden olyan x vektort, melyre

Megvaldsithaté (mds néven lehetséges) megolddsnak neveziink minden olyan x vektort,
mely eleget tesz az Ax = b; x 2 0 feltételeknek. Eszerint a megvalésithaté megolddsok
halmaza:

L={x|Ax=b,x Z 0}.

Ha a feladatnak nincs megvalésithaté megolddsa, akkor az L iires halmaz. Ilyen eset
fordul els akkor, ha a feltételrendszeren beliil ellentmondés van. (Feltételrendszeren az
Ax = b é x = 0 formuldval megadott feltételek Osszességét értjiik.)

Optimdlis megolddsnak nevezimk minden olyan X, vektort, mely egyrészt eleme az L
halmaznak (tehdt lehetséges megoldds), mdsrészt ¢*xo maximdlis a €¥x értékek kozott,
ahol x e,

Vagyis az optimalis megoldasok halmaza:

Ly = {Xo| X0 € L, ¢*x, = max c*x, x € L}.
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A megvalésithaté megolddsok kozdtt fontossdguknal fogva meg kell emliteni az Gn.
bazismegoldidsokat. A bazismegold4s fogalma szoros kapcsolatban van a feladat feltétel-
rendszerének egyiitthatomatrixdval, az A matrixszal. Az A matrix rangja megegyezik osz-
lopvektorrendszerének a rangjaval. Tegyiik fel, hogy

p(A) = r.

Most mér definidlhatjuk a bazismegold4st.

Bdzismegolddsnak neveziink minden olyan xy vektort, mely eleme az L halmaznak, és az
Axgp = b egyenletben az A mdtrixnak az x, vektor pozitiv komponenseihez tartozé oszlop-
vektorai linedrisan fiiggetlen rendszert alkotnak. Ha egy bézismegolddsnak r-nél kevesebb
pozitiv komponense van, akkor azt degenerdlt bdzismegolddsnak mondjuk.

Ha egy-megvalésithaté bizismegoldasnak r darab pozitiv komponense van, akkor azt
nemdegenerdlt bazismegolddsnak nevezziik. Ha egy adott linedris programozasi . feladat
feltételrendszerében csak egyenlStlenségek vannak, akkor a neki megfelelé kanonikus
alakban szerepl6 A matrix rangja megegyezik a feltételek szdmaval, vagyis az A métrix so-
rainak a szdmdval. Ebben az esetben ugyanis az A matrix mindig tartalmaz egy sorainak
sziméaval megegyezd rendii E matrixot. Az E métrix rangja és rendje — mint tudjuk —
mindig egyenld.

Feladatok

51. Irja fel a kovetkezs feladatok kanonikus alakjat (az eltérésvaltozok segitségével)!

a) dx,+5x+ x4+ x4 < 24,
X+ 3x,+4x;, =< 20,

% +3x;4+2x, < 18,

Xy Xg, X3, Xy 2 0:

(8x;+6x,+4x;+ 7x,) - max;

b) 2x;+x,—3x;+ x4 £ 10,
Xi—Xy+2x3+2x, < 12,
X+ X + x;, =2 8,
Xps Xy X3y Xy g 0;
(4x,+9x,—x;+x,) - max;

A

12,
18,
8,

c) X— X+ Xx3— x4
Xy +2x5+ X34+ 3%
X+ X + x5

2x, +x; 8,
X1, Xg, X3, X4 0,
(5x,—3x,—6x;+x,) = min;

v

v IV
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d) x+3x— X3—xX— x5 2 —2,
X +2x3+x,+2x5 = 10,
—X1+ Xt Xg—X4t X5 = g,
—3x,—2xy+x—4x; = —54,

Xis X3y X35 X4y X5 = 0,

(2x,—3x,—4x3+x4—x;) — min.

(Célszerli felirni el8szor a feladatok altalinos alakjat, aztdn abbdl kiindulva a

kanonikus alakot.)

52. Irja fel a kovetkezd feladatok kanonikus alakjit métrixaritmetikai jelolésekkel!

C/a)/ X —X+ xy— x4 = 10, 4
= X +2x;+ x, £ 16, B
xl-f—xz +2x.4 g 12, :

Xy Xg, X3, Xy = 0 ]

(4x,+x,4 x3+5x4) = max; ~

b) 3x;+2x,+ xy—x4 £ 20,
x|+ Xa +x4 ; 10':
2x, +2x;4x4 = 16,
Xyy Xp5 X35 Xy = 0

(3x1_xZ_x3+x4) — mln;

¢) 3x—xy+x3— x4 £ 15,
Xy Xy + x4 = 10,
2x; —x3+3x = 16,
3xl~x2+5c3+ xg = 8,
Ky Xy X3y Xy =z 0,
(5x,+6x,+x,) —» min;

d) x+2x+x3+ x4+ x5 = 50,

2x; -+ xy—x5— x3+3x; = 30,

X + x4+ x5 = 12,

2x;4+3x,+ s+ x5 = 42,

Xqs X3 X35 X4y X5 = 0,

(3x, +5x,—2x3—x4+x;) - max.
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6. Az optimalis megoldasok elhelyezkedése
a megvaldsithatd megolddsok halmazéan

A megvalésithaté megolddsok L halmazit az el6zé pontban definidltuk a kovetkezd-
képpen:
L={x]|Ax =b,x = 0}.

Ha az A mitrix (m x n) tipust, akkor az L halmaz azokat az n elemi nemnegativ vektoro-
kat tartalmazza, amelyek eleget tesznek m darab linedris egyenletnek. Az Ax = b rész-
letesebben is irhatd:

*

ax = by,
L]

sz = bz,
L]

a,x = b,

Léthat6, hogy minden egyenlet egy hipersikot 4llit el§ (a, az i-edik egyenlet egyiitthat6-
1bol képzett vektor, és egyben normélvektora az a’x = b; hipersiknak). A nemnega-
tivitasi feltételek pedig az n dimenziés térben n zirt félteret hatdroznak meg. A lehet-
séges megolddsok halmaza az egyenleteknek megfelel6 m hipersiknak a nemnegativ sikne-
gyedben fekvd kizos része.

Mivel a hipersikok is, és az itt szerepl§ (a viltozok nemnegativitasi feltételét kielégitd)
félsikok is zdrt és konvex halmazt alkotnak, azért ezek kozos része is (amint azt az elg-
z8ekben belittuk) zart és konvex halmaz. Ezek alapjan kimondhaté a kovetkezd tétel:

1. Tétel: A kanonikus alakii linedris programozdsi feladat megvaldsithaté megolddsainak
halmaza zdrt és konvex.

A tovdbbiakban a bizismegoldisok, valamint az optimélis megolddsok szempontjdbol
fontos szerepet jitszanak az L halmaz csiicspontjai vagy extremdlis pontjai. Ezzel kap-
csolatos a kovetkezd két tétel.

2. Tétel: Ha az x bazismegolddsa a kanonikus alakii feladatnak, akkor a neki megfelelé
pont az L halmaz extremalis pontja.

3. Tétel: Ha x csuicspontja az L halmaznak, akkor az

Ax =b
egyenletben az A mdtrixnak az X pozitiv komponenseihez tartozé oszlopvektorai linedrisan

Suggetlen rendszert alkotnak.
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Tegyiik fel, hogy a feltételrendszer egyiitthatématrixdnak a rangja m, azaz p(A)= m,
és az A (m X n) tipusi.
Ebben az esetben az el8bbi két tételt a kdvetkezd Osszevont formdban mondhatjuk ki: az
x pont akkor és csak akkor csticspontja az L-nek, ha a pozitiv komponenseihez tartozd
vektorok a

n
ina‘ =b
i=1

kifejezésben linedrisan fiiggetlenek.

A fenti tételekbdl kovetkezik, hogy az L halmaz csucspontjainak a szdma véges, mert
az A métrix oszlopai koziil csak véges szdmu egymdstdl kiilonbozd linedrisan fiiggetlen
vektort lehet kivélasztani. (Ezek szdménak fels§ korldtjat kombinatorikus daton pontosan
meg lehet hatdrozni.) L zért és konvex halmaz, ezért a2 megvaldsithato megolddsok halmaza:

a) iires (ha a feltételrendszer ellentmonddsos),

b) konvex poliedrikus halmaz vagy konvex poliéder (ha az L korlatos).

A gyakorlatban 4ltaldban biztosithaté a lehetséges megolddsok létezése és azok korla-
tos volta, ezért az L halmaz altaldban konvex poliéder.

A kétvaltozds linedris programozasi feladatokat — mint lattuk — grafikusan is meg
lehet oldani. Ezek megoldédsanal azt tapasztaltuk, hogy az optimalis megoldast mindig az
L halmaz hatdrén taliltuk, amennyiben létezett. SGt azt is tapasztaltuk, hogy akkor min-
dig Iétezett optimalis megoldas, amikor az L halmaz konvex poliéder volt. Ebben az eset-
ben az optimalis megoldast az L halmaz valamelyik cstcspontjdban megtaldltuk. Csak
akkor fordult eld, hogy nem létezett optimélis megoldds, amikor vagy iires volt az L,
vagy pedig nem volt korldtos.

Jogosan vetddik fel a kérdés, vajon a tobbvaltozds linedris programozési feladatoknal
is, az optimalis megoldast az L halmaz hatirdn vagy belsejében kell keresniink? Egy-
szerii okoskoddassal rajohetiink arra, hogy az L halmaz belsé pontjai nem szolgdltathatnak
optimélis megolddst. Ha ugyanis pl. x, bels§ pontja az L-nek, és ez optimdlis megoldast
szolgaltat, azaz

c*Xy = z, = max c*x minden x € L pontra,

akkor a c¢*x = z egy hipersikot hatiroz meg. Ez a hipersik tartalmazza az x, pontot.
A ¢*x = z hipersik az euklidesziteret két nyilt féltérre bontja, melyek koziil az egyik min-
den y pontjara .

Xy > ok =z

Ebben a nyilt féltérben az L halmaznak biztosan van pontja, mivel az x, bels6 pontja
az L-nek, és igy van az x, pontnak olyan & > 0 sugart kornyezete, melynek van kdzos
része a c*x > z féltérrel. Igy az x, belsé pont nem adhat optimdlis megolddst. Vagyis
egy linedris programozasi feladat optimélis megold4dsa nem helyezkedhet el az L halmaz
belsejében. Tobbvaltozés linedris programozasi feladatok optimdlis megolddsat is az L
halmaz hatdrén kell keresniink. Azt is lattuk a kétvaltozos feladatokndl, hogy amennyi-
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ben volt a feladatnak optimdlis megold4sa, akkor az L halmaznak legalabb egy csticspont-
ja is optimélis megoldast adott. Ez a tobbvaltozés feladatoknal is igaz. Ezt mondja ki a
kovetkezd tétel.

4. Tétel: Ha a z = c*x célfiiggvény az L halmaz valamelyik pontjdban felveszi maximu-
mat, akkor létezik az L-ben olyan csiicspont, ahol a célfiiggvény szintén maximadlis értékii.

Ha az L halmaz iires halmaz, akkor nincs lehetséges megolds, és igy optimalis meg-
olddsrdl sem beszélhetiink. Lattuk, hogy ha az L nem iires halmaz, akkor olyan zart,
konvex halmaz, amely vagy korldtos, vagy nem korlatos. Mindkét esetben az I halmaz-
nak véges sok csticspontja van. A tétel értelmében elegend§ tehét ezekben a csticspontok-
ban keresni az optimélis megoldést, melyet meg is talilunk, amennyiben tudjuk, hogy a
feladatnak van optimélis megold4sa.

Bizonyithatd, hogy ha az L nem iires halmaz, és a célfiiggvény az L halmaz egyetlen cstics-
pontjaban sem veszi fel a maximdlis értékét, akkor az L halmaznak nincsen olyan pontja,
amelyben a célfiiggvény értéke maximdlis volna.

El6fordulhat viszont, hogy a célfiiggvény tdbb csiicspontban is felveszi a maximélis
értékét. Taldlkoztunk ilyen feladattal a kétvaltozés feladatok megolddsa sordn is. Ott azt
lattuk, hogy ha a célfiiggvény az L halmaz két csticspontjdban is felvette a maximumat,
akkor.a két pontot 6sszekdtd szakasz minden pontjdban maximéalis értéket vett fel. Va-
jon mi ennek a megfelelGje a tobbvaltozés feladatok esetében? Ezt mondja ki a kdvetke-
z4 tétel.

J. Tétel: Amennyiben a célfiiggvény tobb csiicspontban is felveszi a maximumdt, akkor
ezeknek a csicsoknak minden konvex linedris kombindcidjaként el6dllithaté pontban is maxi-
midlis értéket vesz fel.

Az ismertetett tételek alapjdn a kovetkezSket mondhatjuk: az optimélis megolddsokat
elég a bazismegolddsok kozdtt keresni, ami geometriailag azt jelenti, hogy elég az L hal-
maznak megfelel6 konvex halmaz csticspontjain vizsgdlni a célfiiggvény alakulasat. Ha a
feladatnak csak egy optimilis megold4sa van, akkor ezt az L halmaz valamelyik csiics-
pontja adja. Ha t&bb csticspontban is optimadlis értéket vesz fel a célfiiggvény, akkor ezek
konvex linedris kombindcidi is optimalis megolddsokat adnak, vagyis a feladatnak vég-
telen sok optimélis megolddsa van. Ha az L halmaz nem korlatos, akkor elgfordulhat,
hogy csak egy csticspontban veszi fel a célfiiggvény a maximumat, és a feladatnak mégis
végtelen sok megolddsa van. (Természetesen a tobbi optimélis megoldast az L halmaz
bizonyos hatirpontjai adjik.)

Ezek alapjén egy feladatot megoldhatndnk tigy is, hogy meghatdroznink az L halmaz
Gsszes cstcspontjt, és utdna megnéznénk ezekben a pontokban a célfiiggvény értékét.
Amelyik extremilis pontban a célfiiggvény maximalis értékii lenne, az a pont adnd az
optimélis megoldast. Amennyiben t6bb csticspontban is maximélis értékd lenne a cél-
fiiggvény, gy ezek konvex linedris kombinaciéi adndk az dsszes megoldast. A feladat
ily médon torténd megolddsa azonban nagyon sok iddt venne igénybe, mivel az L hal-
maznak — bar mindig véges szdmi— de nagyon sok csicspontja lehet. Ez a médszer
killonben is csak abban az esetben vezetne eredményre, ha a feladatnak van optimalis
megolddsa, vagy azt tudjuk, hogy L konvex poliéder. Ha az L nem korl4tos, akkor elg-
fordulhat, hogy az a csticspont, melyben a célfiiggvény a csticspontok koziil a maximélis
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értéket veszi fel ,,hamis optimumot™ ad. A valdsdgban esetleg a feladatnak nincs is opti-
muma.

Nekiink tehat olyan algoritmusra van sziikségiink, melynél nem kell az Gsszes bazis-
megoldast (az L halmaz Gsszes csicspontjat) meghatdrozni, hanem csak ezek egy részét,
és igy eljutunk az optimélis megolddshoz. Ezt a célt valdsitja meg az n. szimplex mdd-
szer, amely jelenleg a linedris programozasi feladatok megolddsdnak leghatékonyabb maéd-
szere.

A szimplex modszer lényege abban dll, hogy kiindul egy megvaldsithaté bazismegoldas-
bol, vagyis megvizsgilja a célfiiggvény értékét az L halmaz valamelyik csicspontjaban.
Errél a bazismegoldasrédl egy olyan uj bazismegoldasra tér at, amely egyrészt az el6z6
bazistol csak egy vektorban kiilonbozik, masrészt pedig ennek a bizisnak megfelel§ pont-
ban a célfiiggvény értéke altaldban nagyobb lesz, mint az el§z6 pontban, de semmiképpen
sem kisebb. Az eljards mindaddig folytatédik, amig az optimélis bazismegoldds el6 nem
4ll; vagy amig ki nem deriil, hogy nincs optimalis megoldés, azaz a célfiiggvény nem kor-
litos a lehetséges megoldasok halmazan.

Egy adott bazisbol egy olyan vj bazisra, amely az adott bazistél csak egy vektorban
kiilonbozik, elemi bazistranszformacidéval tudunk Attérni. Ez geometriailag azt jelenti,
hogy az L halmaz egyik csiicspontjabdl egy ,,szomszédos™ csiicspontra tériink at.

Feladatok

53. Mondjon olyan vektorokat, melyek lehetséges megolddsai, de nem bézismegoldasai
az alabbi feladat kanonikus alakjinak! Mondja meg, hogy ezeknek a vektoroknak
az adott feladat L halmazdnak mely pontjai felelnek meg! Hatirozza meg ezekben
a pontokban a célfiiggvény értékét!

[ a) | x—2x3+x3—x4 < 16, - .;‘341 Ak jt’f ‘)’V R
W £ KXot xz 4%y < 14, ho K fr o | st ALtk ')_LH;‘A s,
w'f ‘1 3x1+2x2+x3 s 22v [c—.{:f .rb-:-j . M le i’ -'r.,.al: A ﬁ‘”'l‘ R
NN X5 Xgy X35 Xy = 0 ne. i IS
8. X (7x+6x;+ 5x3+4xg) — max;
% b) 5x;+X+X3+x4 £ 20,
8 X Toxg Fagtxg =10,
g. )<> e 2x—x—x3+ x4 £ 12,
\ T mmaxexe oz 0
. £ % (4x—xXy—x3+Xx,) — min;
s ———‘_-“__—'/7(-\"/
:_’A“/ ¢) 3x+ x, S, 2 8,
2x, + X3+xg = 6,
X +2x5+2x, =9,
X1s X5 X3, X3 = 0:

(4x, + Tx,+9%;+x,) — max;
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d) 3x;+x, + x4 £ 10,
2x, +x+x— x; = 8,
X +x—x+3x; = 14,
X5 Xz, X3, X4 = 0,

(5x; +x,4+2x;43x4) — min.

-JHatdrozza meg, hogy az y,, ¥, Vi, ys, ¥s vektorok kéziil melyek bazismegoldisai
az alabbi feladatnak! (Azt kell megnézni, hogy az y: vektorok pozitiv komponen-
seihez tartozd oszlopvektorai az egyiitthatomatrixnak, vagyis az [A, E] métrixnak
linedrisan fiiggetlen vagy fiigg8 rendszert alkotnak-e. Célszer{i eldszor felirni a fel-
adat kanonikus alakjit.) Az adott y, vektorokn4l a szaggatott vonal feletti blokk

rendre az x vektor elemeit, az alatta levé blokk pedig rendre az u vektor elemeit
tartalmazza,

94 W_Q,L;
N ~ . 9
@ 26— X— X £ 2, 2rqg =Xy A3 14 '_i _al:[g} “3’) ,‘fJ eqr=] o]
X+ x5+ x; £ 10, X114 X tx3  t492 ) 0 Tlxl-TLlul el
3x;+2x,+4x; < 24, 3x, 472x,t A3 tug 224 w5 ‘» o 5
X1y X5 X3 = 0, X; 2w W' Ze o %W/ﬂ??
(5x;+4x,+3x;) —» max; 2= 5x%,1 "!x;ﬂx, e duad ] v 518 u_,_f;,‘y :/ffﬂl.,@_-/}
b"" Yy - bﬁ.?n‘)b\.._ b"f";,q ) A_')' ﬁmw J
[ 0 T r 0 7 (2 B [4- = 3 =
8 0 8 6 7
1= 21, Ya=| 0], :=|0], ys=]0], ys =| 0
12 2 6 0 3
0 10 0 0 0
[ @] [ 24 | [ 2] 0] [ 1]
At b 13 P é,,,_' e
b) 3x;+x,—x;4+2x, < 16, ey - g
2, +x+2x, £ 15, “ M"E fomeypintan |
4x, 4+ x4+ %3+ x4 Z 16,
Xyy Xy X35 Xy = 0,
(8x; +6x,—x;+2x;) - max;
0] [ 0] 1] [ 0] [ 0]
7 1 1 16 15
3 15 0 0 1
iw=16]|,. v.=| 0], Ya=| 6], ys=| 0], Y5 =
0 30 0 0 2
0 0 0 15 14
0] [ o] [0 | 0] | 0
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c) 2x,+ Xp— X3+x4 £ 15,
X + X4+xy = 8,
X —3xy+2x5—x; £ 0,
Xy Xz X35 X4 = 0,
(7x,—2x,+3x3—x,) — max;
[0 ] [ 7] [ 0] ( 0] [ 53]
0 0 7 23 25
0 0 0 8 1L
i=1|8|, v2=|1]|, va=| 8|, ya=| O}, Ys—g 0
7 0 0 0 0
0 0 0 0 0
| 8 6 | [ 29 | | 53 | | 0
d) x,+x,— x3+x3 = 10,
2x, +3x;—xy = 30,
4x, + X+x = 12,
—X+Xy— x3+x, = 6,
X1» X2y X3, X4 = 0,
(xy—3x,—4x;+x,) — min;
[ 0] [ 6] [ 0] | 0] [ 0]
38 190 0 20 20
21 96 1 11 10
1| 3 1| © 11 1 11 0
Ww==Z""""b ¥Ye==g"1 =" u=_0"1 ¥s=|" |-
L2f 10l o 7 | o 2l o 0
0 0 36 38 0
0 0 0 2 2
| 8 | 28 | | 4] 18] | 4]

N
55) Hatirozza meg az alibbi feladatok L halmazanak legalibb hdrom extreméilis pont-

- jt és az extremdlis pontokban a célfiiggvény értékét! Mondja meg, hogy a csticspon-
toknak megfeleld megoldasok koziil a feladat szempontjabél melyik a legkedvezGbb!

(Mivel az x és [z] vektorok koézott kolesonds és egyértelmii megfeleltetés 1étesithetd,

azért az L halmaz csficspontjai tigy is meghatdrozhatdk, hogy felirjuk az adott fel-
adat kanonikus alakjat, és ezen kanonikus alak egyenleteibsl 4ll6 egyenletrendszer
nemnegativ bazismegoldésait keressiik. Ezek a bazismegolddsok adjdk a kanoni-
kus alak lehetséges megoldésainak, illetve az ezeknek megfelel§ x vektorok az adott
feladat L halmazdnak extremalis pontjait.)
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56.

( a) }-2x1—x2 +x— x4

= 10,

b Xo—x3+4x, < 12,
X +X+x;+ x3 <8,

Xis Koy X3, Xy =z 0

(7x; +6x, +4x;+9x,) — max :

b) xp—xy—x;4+ x, £ 9,
X —x3+2x; < 10,
Xa+Xx3+ x4 = 6,

Xy Xay Xgy Xy = 0,

(8x(+5x,+8x;+10x,) > max;

c) x+x, +2x,
X+x3+ x4
2x, +x3+3x; = 10,
X1s Xgy X3, Xy 0,
(—7x; 4+ 11x,—6x;+9x,) — min;

12,
8,

I IA

v v

d) x +Xx3 +x5 2 6,
X +x4—x5 = 8,
Xi—X+Xx3+x4+x5 = 14,
X1y Xo5 X3, Xgy X5 = 0

(le +2x2+4X3 +SX4+3x5) - min-

Hatdrozza meg az alébbi feladatok L halmazdnak (vagy a megfelel§ kanonikus
alaki feladatok L halmazénak) csicspontjait! Szdmitsa ki ezekben az extremalis
pontokban a célfiiggvény értékét, és ennek alapjdn irja fel a feladat optimélis megol-
dasat! Azt is mondja meg, hogy maximélisan hiny extremilis pontja lehetne az L
halmaznak! Az adott feladatok mindegyike olyan, hogy az L halmaz konvex poli-
¢der, tehat létezik optimalis megoldas. (A feladat megoldhat6 ugy, hogy el8szor
felirjuk a feladat kanonikus alakjat, aztdn ennek meghatrozzuk az osszes nemne-
gativ bazismegoldasit. Ezek adjik a kanonikus alak valamint ezek megfeleli
a feladat — L halmazénak csicspontjait. Ezek ismeretében a célfiiggvényértékek,
valamint az optimélis megoldds mar kdnnyen meghatirozhaté. A nemnegativ bizis-
megolddsok meghatarozasara kiilonbz8 médszerek vannak.)

a) x;+2x,+x, < 14,
2x;+ x,+x; < 16,
3x;+4x,+x3 < 20,
X1, X5 X3 2 0,

(8x; +7x,+2x;) » max;
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b) x,+x—x; £ 8,
X +Xxyx; £ 14,
2x—xy—xy < 10,
Xp Xy X3 2 0,

(8x, +11x,+3x;) — max,

C) "_‘xl +2X3—x4 é 4,

—X+ x3—x, £ 2,
x1~|-x2+ X3+xd - 8,
xla xz, xaa Xy g 0:

(5x,—4x,—7x;+2x,) — min;

d) x,+x, +2x; = 20,

Xy 23 < 16,
b +x3+xy =18,
Xis X5 X3y X4 = 0,

(7x;+5x,+2x;+6x,4) — max.

57. Tekintse az alabbi feladatokat, és hatarozza meg, hogy az adott x vektor bazismeg-

60

oldasa-e,
optimalis megolddsa-e
vagy csak lehetséges megoldésa

a feladatnak! = A 4 'I_‘“_ Vi {h 1; Toflivi B P ..‘I- 17 l/‘- ." L{:k
a - TRy}
[ a) X+ X+2x; £ 4, :_‘t,4- ) & ) /
(/2 +30+ x5 10, Iy UK b s Lo S
; N > 0, t 7ﬁ k__.,‘i_-f"- . T
(3x;+4x,+3x5) - max, “ y / . ,
1 \" e b yv,«-f'[ ; 4 { ¥ . ) & Mg
x* =E[15;23;1]; o g

4 ’ L 3 ( rf.t {
P & > ALY (PR 97 "‘f b

b) 3x—x,+ x; £ 10, ¥ - o SO o
i 0% = 14 B L %
X1y X5 X3 = 0,

(7x,4+2x,+4x,) - max,
x* =[6; 8; 0];

) X—x; = 8
Xo—X; = 6,

X +x4+x = 12,
X1y X, X3 ; 0:

(2x, +6x,—2x;) — min,
x* = [0; 9; 3];



d  x+2x, —x3 =17,
Xy+x3+x4 = 19,

—X1+ xX—X3+x, = 16,
X1y Xg, X3, X3 = 0,

(6x, +4x,4+2x;+Tx,;) — min,
x* =[0; 9, 0; 7].

58. AzAx £ b,
x = 0,
c¥*x — max
feladat néhdny nemnegativ bizismegolddsa a kovetkezd:

= == =)
o o A
S - W

=
'—‘OO'

[
|
I
|

YZw=1-: Y2 s hE s Ya

BN =
oS =
S W o
N w o

A bazismegoldisokhoz tartozd célfiiggvényértékek rendre:
3
Z(Xl) = 0: z(x2) =5 4: Z(XJ) = 59 z(x-i) = 5
a) Irja fel az eredeti feladatot, ha a célfiiggvény maximuménak elérése a cél!

b) Felsoroltunk-e minden nemnegativ bizismegoldast?
¢) A felsorolt bazismegolddsok kozott szerepel-e az optimalis megoldds?
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7. Az altalanos alak( linearis programozasi feladat
megoldasaval kapcsolatos tételek

Az el6zdkben lattuk, hogy egy kanonikus alaki feladat optimélis megoldésait (amennyi-
ben léteznek) a megvaldsithatd megolddsok halmazanak extremélis pontjai kozott kell
keresniink, melyeket a feltételi egyenletrendszer nemnegativ bazismegoldésai szolgiltat-
jak. A feladat 1ényege tehat az, hogy megtaldljuk azt vagy azokat a megvalésithatéd ba-
zismegolddsokat, amelyekhez az optimalis megoldésok tartoznak.

Induljunk ki a kovetkezd altaldnos alaki feladatbol:

Ax = h,
x =0,

c*x — max!

Nemnegativ eltérésvaltozok bevezetésével térjiink at a feladat kanonikus alakjdra:

Ax+Eu=b,
x=0, uzx0,
c¢*x — max!

Minden 4ltaldnos alak maximumfeladathoz hozzarendeliink egy minimumfeladatot, még-
pedig az

Ax < b,
x=0,
c*x — max

feladathoz tartozé minimumfeladat:

Y*A = c¥,
y*2 0,
y*b — min.

Az ily médon felirt minimumfeladatrél azt mondjuk, hogy ez a fenti maximumfeladat

dudlja (duélisa) és forditva: a fenti maximumfeladat a felirt minimumfeladat dudlja. Ily
moédon a primal és dudl feladat egyiitt mindig egy Un. primdl—dudl feladatpdrt alkot.
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Példaul irjuk fel az

S5x;4+3x—4x;+ x4 = 6,
X, +5x3+2x4 £ 15,

X+ x3+3x4 £ 10,
Xys Xy X3, Xy = 0:

(7x;+5x;,+4x3+6x,) — max
maximumfeladat dudlisat! A definicié szerint ez a kovetkezd:

S+ » =7,
3n +ys 25
—Ay,+50,+ y3 = 4,
»n+2y,+3y; 2 6,
Yis Yoo Vs =0,
(6y;+15y,+10y,) — min.

Lathaté tehét, hogy a dudl feladat feltételrendszerének egyiitthatématrixa megegyezik
a primdl feladat egyiitthatémétrixinak transzponaltjdval, barmelyik feladatot is tekintjiik
primélnak, illetve dudlnak. A primal és duil feladatban — amint lithaté — szerepet
cserél a b és ¢ vektor. Ha a primél feladatban a b kapacitisvektorként, a ¢ pedig 4rvek-
torként szerepel, akkor a dudlis feladatban a ¢ vektor jétssza a kapacitdst, mig a b vektor
az 4r szerepét. Ha a maximumfeladatot tekintjitk prim4l feladatnak, akkor ebben az 1in.
primél véltoz6k, a dudlis feladatban pedig a duél véltozok szerepelnek elsGdleges vélto-
zoként.

A tovdbbiakban vizsgiljuk az altalinos alakd feladatbdl szdrmaztatott kanonikus ala-
ki feladatot, melynek egyiitthatémétrixa: [A, E]! Az E métrix oszlopvektorai az eltérés-
véltozékhoz tartoznak. Igy az eltérésvaltozékhoz tartozé oszlopvektorok trivialis bazisat
adjak az [A, E] matrix 4ltal meghatdrozott linedris térnek. A linedris algebrdbél j6l ismert
az Ax = b egyenletrendszer megolddsinak indul6 tédbldzata. Ehhez hasonléan foglaljuk
Ossze az alibbi tdbldzatban a feladat adatait, amelyet a tovibbiakban a feladat Gn. indu-
16 szimplex tabldzatdnak neveziink.

x¥

u A b

c*

Lathaté, hogy az indulé szimplex tdbldzat nemcsak a primél, hanem egytttal a dudl
feladat Gsszes adatat is tartalmazza. Amennyiben a minimumfeladatot tekintenénk elsGd-
legesnek (primélnak) és a maximumfeladatot masodlagosnak (dudlnak), akkor a tabl4-
zatot csak transzpondlni kellene. A tovabbiakban be fogjuk l4tni, hogy ugyanannak az
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eljardsnak a keretében alakul ki mind a primal, mind a duél feladat megold4sa. Ha meg-
taldltuk a primél feladat optimumat, akkor mar dudlisdinak optimuma is ismert.

Mindenesetre az lathatd, hogy az induld szimplex tdbldzat a kanonikus alakd feladat
feltételrendszerének egy bazisat adja (ha b = 0, akkor egy bdzis megolddsit adja magi-
nak a feladatnak).

A kiindul6 téblazat felfoghaté mind a primél, mind a dudl feladat szempontjabél Ggy,
hogy van egy induld bazisunk. A primdl feladat bdzisat az eltérésvaltozékhoz tartozd
m darab m dimenzios egységvektor, a dudlis feladat bazisit ezzel szemben az itt duélis
szerepet betdltd (primdl) valtozokhoz tartozd n dimenzids egységvektorok alkotjak. Itt
is ugyanigy, mint a Linedris algebra cimii targy tanuldsa folyamdn sok helyiitt, az egység-
vektorokat nem tiintetjiik fel a tdbldzatban helykimélés miatt. Minden tovébbi b4zismeg-
olddshoz elemi bézistranszformacié utjan jutunk el oly médon, hogy a primal és eltérés-
véltozokat megfeleld médon egymaéssal kicseréljiik.

Tegyiik fel, hogy elemi bazistranszformaciok sorozatdval sikeriilt a prim4l feladat b4-
zisat alkot6 elsd k vektort (jelen esetben a k egységvektort) kicserélni az els6 k primal
véltozénak megfeleld vektorral. Az igy kapott tdbldzatot métrixalgebrai jelolésekkel, At-
tekinthetd forméban csak akkor tudjuk felirni, ha magit az indulé tabldzatot az alibbi
particiondlt formaban adjuk meg.

X; X,
uy Ay A by
u; Az Az b,
< c; 0

Az A;; matrixblokk — a transzformdciénak megfelelGen — (k x k) tipusi, és nemszin-
guldris, mert a jelzett transzformacié csak igy hajthatd végre,

A téblazatban szereplé t6bbi matrixblokk és vektor tipusa ennek megfelelen értendd.
A tablazat jobb alsé sarkaba zérust irtunk. Ennek jelentésével a késSbbickben foglalko-
zunk. Most mér fel tudjuk irni a transzformécié kovetkeztében megviltozott szimplex
tabldzatot:

uy X3

Xy Ay Af' Ap Axi'by

u, —AyAL Ap—Ay AT Ay b,—A AT 'by
—CrAT 1AL A —¢jAjy'by

Ezen tablizat alapjan kimondhatjuk a kovetkezd harom tételt:
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1. Tétel: Ha a tdbldzat utolsé oszlopdban nincs negativ elem, akkor az

A7'b
“ ]

vektor a primdl feladatnak egy megvaldsithato megolddsa, amely mellett az elsé k feltétel
egyenldség formdjdban teljesiil, a tGbbi feltételnél a bal oldal éppen annyival kevesebb a.jobb
oldalon dllé mennyiségnél, mint amennyit a by,—A, A7,'b, vektor megfelelé komponense
mutat.

Ezen x, megvaldsithaté megoldasnal a célfiiggvény értéke:

w *. _!b - =
c*xo = [c}, ¢y [ I& 1] = clAlllbl'

Ez a kifejezés is megtaldlhaté a tdblazatban, mégpedig a tiblizat jobb alsé sarkdban
ellenkezg elSjellel. Most mér azt is megmondhatjuk, hogy az indulé tiblédzatban a jobb
als6 sarokba azért irtunk zérust, mert ehhez a téblazathoz tartozé lehetséges programnal
a célfiiggvény értéke zérus. Lathatd tehat, hogyha egy szimplex tibl4zat utolsé oszlopédban
nincs negativ elem, akkor az a primdl feladatnak mindig egy megvalésithaté megold4sat
adja, melyet az — linedris algebrdban tanult — egyenletrendszerek megold4dsihoz hason-
16an olvasunk le a tébldzatrél. Azon x; valtozék értéke, melyeknek megfelel§ oszlopvek-
torok bekeriiltek a bazisba, megegyezik a tdblizat utolsé oszlopinak i-edik elemével,
mig a tobbi valtozd értéke zérus.
2. Tétel: Ha a tdbldzat utolsé sordban nincs pozitiv elem, akkor az

“; = [c;Aﬁl> 0%]
vektor a dudlis feladat egy megvaldsithats megolddsa, amely mellett az elsé k feltétel egyen-
I6ség formdjdban teljesiil, mig a 16bbi egyenlitlenségben a bal oldal éppen annyival nagyobb
a jobb oldalndl, mint amennyit a ¢{A7;' A ,—<; vektor megfelelé komponense mutat.
A tébldzathoz tartozé lehetséges dualis megoldas itt is leolvashaté. A bazisbél kikeriilt
u; eltérésviltozok, jelen esetben dudlis valtozék értéke megegyezik a tablizat utolsé so-

r4nak j-edik elemének ellenkez§ elSjellel vett értékével, mig a tobbi dudilis valtozé értéke
zérus. Ehhez az u, lehetséges megoldashoz tartoz6 célfiiggvényérték:

by N b .
b = [c,A“'ﬂ,; 0%] [bl] = AT,

3. Tétel: Ha a tdbldzat utolsé oszlopdban nincs negativ elem, és az utolsé sordban
nincs pozitiv elem, akkor az
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A7'b
«-[]

a primdl és az
up = [c]AT, 0%]
a dudl feladat optimdlis megolddsa, melyekhez tartozd célfiiggvényériekek azonosak, azaz
max ¢*x = min u*b = cjA7'b;.

A most ismertetett 3 tétel alapjin beldthatd az \in. dualitdsi tétel: Ha a primdl és dudl
feladatok kéziil valamelyiknek van megvaldsithaté megolddsa és véges optimuma, akkor
a mdsiknak is van megvaldsithaté megolddsa és véges optimuma, tovibbd a két feladat
optimumértékei egyenldk.

Az eddigiek kiegészitésére még két tételt mondunk ki:

4. Tétel: Amennyiben mind a primdl, mind a dudl feladatnak van megvaldsithaté megol-
ddsa, és a megolddsoknak megfelel§ célfiiggvényérték z, illetve w, akkor

z

1A

w.

Vagyis a primél feladat barmely lehetséges megolddsdhoz tartozd célfiiggvényérték ki-
sebb vagy egyenl§ a megfelels dudl feladat barmely lehetséges megolddsdhoz tartozd cél-
fiiggvényértéknél.

5. Tétel: Ha a primdl feladat célfiiggvénve nem korldtos az L halmazon, akkor a dudl
feladatnak nincs megvalosithatd megolddsa.

Az 5. tétel nem megfordithaté. Ha ugyanis a feladatpar egyik oldaldnak nincs megva-
16sithaté megolddsa, akkor abbol még nem kovetkezik, hogy a dudlisinak van, de a cél-
fiiggvény ott nem korlitos. Eléfordulhat ugyanis olyan eset, hogy sem a primal, sem a
dual feladatnak nincs megvaldsithaté megolddsa.

Még egy megjegyzést kell tenniink, amely a dudlis feladattal kapcsolatos. Az eddigiek
sordn a dudlis feladatpart az altaldnos alaku feladattal kapcsolatban fogalmaztuk meg.
Vagyis, ha egy feladat dudlisat fel akartuk irni, akkor azt el8szor dltalanos alaku feladattd
kellett 4talakitani, amennyiben eredetileg nem ilyen alakd volt. Utédna dudlisénak felira-
sa mar nem okozott nehézséget. Ezzel a moédszerrel minden feladat dudlisa felirhaté.
Elénye abban van, hogy a dualis valtozékra is ki kell kotni a nem negativitdsi feltételt.
Van azonban hétranya is. Nézziik ugyanis a kovetkez§ linedris programozési feladatot:

Ax=bh,
x40,

¢*x — max!

frjuk fel ennek a feladatnak a dualisat! El8szor 4ltaldnos alaki feladattd kell alakitanunk:
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Most mér fel tudjuk irni a dualisét:

wh |4 2 e

u = 0%, u, > 0%,
o b ;
[u], u3] _p| = min.
Ez a feladat igy is irhat6: -

[uj—u;] A = c*,
u, = 0%, uy = 0%
[ui—u3] b - min.

(Vegyiik észre, hogy u; és u, elemeinek a szdma egyenlS!) Haaz A(m x n) tipust mtrix,
akkor a dudlis feladatban 2m szamu duélis valtozé szerepel. Vezessilk be az u* = uj—u,
jelolést! Ezzel a dualis feladat a kovetkezd alakd lesz:

u*A = c*,
u*b — min.

Itt azonban az u* vektorrél nem kéthetjitk ki a nemnegativitast. A dualis feladat ily mo-
don valé felirdsindl az el6ny az, hogy ebben a formdban csak m szémd dudlis valtozo
szerepel, és igy a feltételrendszer mérete csékken.

_ Feladatok

o~

. "@ﬁrja fel a kovetkezs feladatok dualisit:

a) 3x—x,+ x37— x, < 16,

X +x+20+ x < 28,

Xy+ x3—2x; £ 4,

X[, Xp, X3, X4 = )
(4x, +5x,+Tx3+3x,) —» max;
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b) x;+ xy—X3;— Xg+4x5 = 20,

2%+ %3+ X4 = 14,
2%— Xy  +3x4+ x5 = 16,
xls x_z; xj'.v X4s X5 g 0:

(10x;—3x,—4x3+x,—7x;5) — min;

— @x1+4x2+ x3+2x, = 8, : s ol F L P
Xy + x4 x 2 3, ! - . & I = ‘
5x1+ Xy + x = 16, '/IM-I ~f-|4-1 "-Z“r.f ;,5
2,4 3%, +4%x, = 20, Ji= .
X Ky g z 0 Uu,; —4y -2 bL.,f 2.0

(3xl+9xZ+SX4) o max;
o . Z
Z Wy \4’1 +Vt5 '_(/]'ui_l 2D

d) 3x,— Xy— X3+2x,+x5 < 10, |
X+ X+ X3t x4 < 10, U Zo
3x2+5x3+2x4—X5 g 12, - f ) - _/y“:f
’ =X AR A g J,{)u_
Xy +2X3— Xs+ x5 g 6, w ’Ju,jﬁjaﬂz + 6/5 # [1
X1y X35 X3y Xy, X35 = 0,

. (4x,—3x,+x3;—x,—5x5) — min.
60 irja fel az aldbbi feladatok dudlist ngy, hogy mindegyik dudlis véltozéra fennall-
L/ jon a nemnegativitdsi feltétel! (Mindegyik egyenletet keét egyenlbtlenséggel kell he-
lyettesiteni.)

a) 3x—2x+ X3+ x4 = 9, |
X+ xp— X3+2xy = 8,

X+ 3x;+ 5%, £ 30, |
4x, + X = 12, |
X1y X9 X35 Xy = 0
(4x,+Tx,+3x;4+9x,) — max; |

:

b) 5x;+x— X3+2x,+3x5 = 24, |

x2+ZX3 =+ Xg = 9, |

%y + x343x4— x5 = 10, ‘

3x—x, + x4+2x5 = 12, !
Xy, Xy X3y X4y X5 = O

(9x; +x,+2x3—3x4+2x5) — max;
Lc) x4+ 5%+ xg+dxg =10, /-7
; X+ 2%+ x4 =
X +20+ x— x4 = 8, ~l) = &
3xy +2x5+ X4 2 Al
Kxy Xy s Xy = 0,
(4x;— X+ Txs+11x0)— ﬁnn, _ / / « 1
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d) x + X3+2x, 12,
Xg— X3+ x4+2x; 8,
3x,+x, + xg—4x5 = 10,

X +2x3— x4+3x5 = 11,

X1» Xz, X3, X4, X5 = 0,
(42x; +5x,—2x3+ Tx,+2x;5) — max.

I

)
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61.,I Irja fel az alabbi feladatok du4lisét gy, hogy az egyenlGségi feltételeknek megfelels
/ dudlis valtozok el8jelkotetlenek legyenek!

@ x1+5x2+x3+2x4 é 22, 4 7 Ie) A 7_:0
3x|+ Xo — Xy = 10, ? L’ "
XtXt Xy = 8, Uat Doy Fay LS
xl —x3+3x4 g 16, 5 L | ‘r 1’11 +b13 £ !2
X1s X2 X35 X4 £ 0 vig +uy - Wy 2T |
(7x,+12x2+x3+4x4) — max, __2 H,]_—-' A L )—Li‘} :—‘}_':‘_Li ‘;_-_- (__1 N hh:
) 20ty +& T b 7
b) X +2x3+ x4+2x5 = 7, e Zti gt 0y F4 do3 G
x1+ Xy — X5 = 6, ';’b("““( ’7‘z’1><}¥)(|,; = zxj = ;
X +3x4+ xX5— x4 =< 14, Arn P hen
¥ 420+ x5 = 8, ey, 2o
X1s X35 X3, X4, X5 = 0,

(6x; +4x; +3xs5) - max;

c) x—x,+ x3+2x4
Sx;+x, + X
X + X343xy
X+2x4+ x4, = 12,
X1y Xy Xgs X4 0,
(7x;—12x,—8x3+x;) — min;

6,
10,
10,

[ v

v

d)) X +2x,4+3x— x4+ x5 = 15, . vyt :
b Xo— X3+ X4+2x5 = 13, A eﬂ,}/lwi/“‘“
3x+5x,+ x, — x5 = 11,
4x— x, +2x4+ x5 = 15,
X1y Xy X33 Xgy X5

> 0
{
(2%,—6x, 4+ x;—11x,—5x5) (—1.
!

62, Készitse el a kovetkez§ feladatok indulé szimplex tdbldzatat! (Célszerfi el8szor a
feladatokat 4ltaldnos alakra hozni.)

|
—
w

I

vl
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63.

70

a) x—x;+2x,4+3x4 £ 16,
3x,+x+ x5 = 14,
X;+3x;4+ x4 = 16,

X + x4 8§,

Xy Xy X35 Xy =z 0,

(4x,—2x,+5x3+11x,) — max;

b) x +2x4+ x3+3x; = 17,
X+ X3+5x4+ x5 = 11,

Xp— X5 + x4+ x5 = 10,
xy+3x,+4x; — x5 = 12,
X5 Xy X34 X4y X5 = 0,

(9%, + 3%, + 4xy+x4—x5) =
c) 2x, +x3—2x3 £ 7,
3x,4+x3+ x4 = 8,
X+ X+ x 23
Xy +4x—x; =5,
Xys Xgy X3, X3 =0,

d)

(x,—8x;—9x3+x,;) — min;

max;

X+, =2,

X3 +2x, = 3,

Xx3+4xg =5,

Xy + x4+3x5 = 5,

X1s Xgy X35 Xg5 X5 =0,
(3x,—7x,+ x3+4x;) - min.

irja fel az alabbi feladatok induld szimplex tablézatét! Aztédn végezze el — a parti-
cion4lt tiblizat alapjin — azt a bazistranszformdéci6t, melynek kovetkeztében az
u, és u, dudlis valtozok helyet cserélnek az x, és x, primdl valtozékkal. Az igy
kapott tabldzat utolsé sordnak és utolsé oszlopanak elemei alapjdn valaszoljon az
alibbi kérdésekre. Mutatja-e a tablazat

(1) a primal feladat egy lehetséges bazismegoldasat,

(2) a dual feladat egy lehetséges bazismegoldasat,

(3) a primal (és dual) feladat optimalis megoldésat,

(4) a lehetséges bazismegoldashoz tartozo célfiiggvényértéket?

a)

Xi— X3 + x3 = 4,
x2—§—2x3+ X3 é 5,
—x+3x+ x5 = 6

2x2—" X3+3xg é 13,
Xis Xg, X3, X3 2z 0

(7x,+9x, 4 11x;4-6x;) — max;

—



b) X1 —|—3x3-|-2x4+ X5 g 8,
—X1+ X+ X3— X3+ X5 = 1,
— Xa+2x3+ x5+ x5.5 21,

—x,—|-3x2+ x3+ x4+2x5 g 20,
Xis Xay X35 Xg» X ; 0:
(12, +17x,+ Tx; 4 8x4+ x5) — max,

c) x +2x,4+x = 2,

3x,+2x, +x4 < 10,

— x— xt+x = 8,

Xo+ X3 < 4,

Xpy Xgy X3y Xy g 0,
(3x, +9x,+ 7x; +4x,) — max;

d)  x+x— X3+ X4 < 7
2x1+x, +3x;+ x5 = 18,
—Xy — X3+ X, £ 16,
xX—Xp+2x%3+ x4+4x;5 = 14,

X1> Xy X35 Xgy X5 =z 0,

(9% +5x,—3x3+4x443x5) - max.

4

itja fel az alabbi feladatok indulé szimplex tablizatit, majd végezze el az eldirt

- elemi bazistranszformacidkat. Azutdn az igy kapott tadbldzat alapjan feleljen a ko-

~ vetkez® kérdésekre! Mutatja-e a tiblazat

(1) a primél feladat egy lehetséges bazismegoldasat,

(2) a dudl feladat egy lehetséges bazismegoldasat,

(3) a primal (és a duadl) feladat optimalis megoldasat,

(4) mekkora a lehetséges bazismegoldashoz tartozo célfiiggvényérték ?

(5) A primal feladat mely feltételei teljesiilnek egyenléség formdjdban a téblizat
dltal mutatott lehetséges bazismegoldas esetén ?

(6) A dudl feladat mely feltételei nem teljesiilnek egyenl8ség formdjaban a tabli-
zat 4ltal mutatott lehetséges bazismegold4s esetén?

(7) Ha a tabldzat lehetséges bdzismegold4st mutat, mely azonban még nem opti-
mélis megoldas, akkor adjon alsé becslést a primdl feladat és fels§ becslést a
dual feladat optimalis megolddsdhoz tartozé célfiiggvényértékre!

- - 1) ¥ x_ i{v '!|; ), o, w J
a) 3x—5x,+ x, =:30; g ~ . ¢
X+2%,4x, <20, Ax <&
x, —xy+x5 £ 10, o
x—2x+ x3 —x5 = 10, )
K5 X Xy Kogs Kg = 0, 02 9. 818.34F-24
(8x;+7x,+9x;3+6x4+ 8x5) — max. ‘ £6.0F5 0
v Log J’\pu .
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b)

d)

A kovetkez elemi bazistranszforméciékat végezze el:
az 1. 1épésben u, helyett cserél az x,-gyel,

a 2. lépésben u, helyet cserél az xggyel,

a 3. Iépésben u, helyet cserél az x,-vel.

2 +x3 +x; £ 10,
Xy +Xy+ %3 = 4,
X+ x3+x, = T
—X3+x5 = 6,

X1y Xz5 X35 Xy, X5 = 0,

(9 +5x,+4x;+3x,+x5) > max.

A kovetkez8 elemi bazistranszformaciékat végezze el:
az 1. lépésben u, helyet cserél az x,-gyel,

a 2. lépésben u; helyet cserél az x,-gyel,

a 3. 1épésben u, helyet cserél az xs-tel.

G

Xy —X +x5 = 4,
Xo+X3+ Xy =5
X —x3+x5 = 6,
Xyt X3+x—x5 = 7,
Xis Xpy X35 Xy, X 0,
(9% +8xy+ Txy4+6x4+ 5x5) = max.

v 1A

A kovetkezd elemi bazistranszformacidkat végezze el:
az 1. 1épésben u, helyet cserél az x;-gyel,

a 2. 1épésben u, helyet cserél az x,-vel,

a 3. Iépésben u, helyet cserél az x;-mal.

Xy +x34 x4 <4,
x1+x2+x3 é 6)
X3—X;3 +x5 = 5,

—X1+x, +xst+x5 = 4,

Xis Xoy X3s Xgy X5 g 0’
(7% +12x,+ 5%+ 9x,+10x5) - max.

A kovetkez elemi bazistranszformacickat végezze el:
az 1. Iépésben u; helyet cserél az x;-gyel,

a 2. 1épésben u, helyet cserél az x5-tel,

a 3. lépésben u, helyet cserél az Xp-vel,

a 4. 1épésben u; helyet cserél az x,-mal.



j Mit tud mondani az a, [ gﬁw_ v j {_V_.,,,:-L-,
[ = P o ’ 2 < D b
Ax £ b, b LT J

[ x =0, &y L e Kk&h—"'\
c*x — max, -;(7 L= { 0%
ahol A >0

feladat L halmaz4rél, ha

a) b>0, b)b =0, c)b< 0, d) b = 0, de a b vektornak legaldbb egy
eleme zérus.

@ Tekintsiik az
Ax = b
linedris egyenltlenség-rendszert! Tegyiik fel, hogy ennek megold4sai egy konvex

poliédert hatdroznak meg, melyet jeloljiink L-lel, azaz L = {x | Ax £ b}! Bizonyit-
sa be, hogy van olyan y = 0 vektor, mely kielégiti az y*A = 1* egyenletet!

( : : x L #
67. /Bizonyitsa be, hogy ha az A duoiles ) /:J - v
Ax § b, .‘.&ﬂi iov-
[ x =0, - ) .
L * \3:’{_& ,_': :F‘.’:“,—.
o ji M C %=y max A Ara CA £y fo'y — — [ .-'.L;.’, Fent "ﬁ,-l.k Cretd

-~ W‘""“L‘ﬂ ') SN e [ A Lo L "5"!’-7.- Lepy. o =>=2 Pyt g ¥4 ~oN
feladatnak barmely ¢ vektor esetén van optimélis megolddsa, akkor van olyan nexi'i; —

negativ y vektor, melyre y*A > 0*! / _

7\, - 10 A VI
| 68. 'Mit tud mondani az s uwi-,».-;p ot [
| ( / Ax < b, M Z 0% allh H A0

: =R .‘
*x = ¥ A < p¥ .r‘
c¢*x — max - = P
h Rl ¢* > 0
feladat duéliségak megoldashalmazirol,ha A < 0ésc > ‘_?/ 5 & ' B Aot kf‘- Az _5_1
i““——‘_._\____‘, — M‘ 7 5t
69. Tekintsiik a kovetkezd feladatot : — ==

W WX A —7 vwine

Ax S b, [ n a i _fath. oo

x =0, e O L T
c*x — max,

ahol A >0, b > 0 és ¢ > 0! Bizonyitsa be, hogy ennek a feladatnak mindig van
optimalis megold4sa, és az optim4lis megoldishoz tartozé célfiiggvényérték pozitiv!
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Hatirozza meg, hogy az alabbi, linedris programozési feladatokra vonatkozé alli-

tasok koziil melyik igaz, és melyik hamis! (Valaszit indokolja is meg!)

a) Ha egy feladat L halmaza korlétos, akkor a feladatnak mindig van optimélis
megoldésa. L nm o

b) Van olyan feladat, amelynek minden lehetséges megolddsa egyittal optimalis
megoldas is.

¢) Ha egy feladatnak végtelen sok optimélis megolddsa van, akkor a célfiiggvény az
L halmaz legalabb két csiicspontjiban felveszi az optimadlis értékét.

d) Egy feladat optimalis megolddsainak halmaza mindig konvex.

e) Egy feladat optimélis megolddsainak halmaza mindig korl4tos.

f) Van olyan feladat, amelynek pontosan k (k = 2) optimdlis megoldédsa van.

- g) Az
Ax = b,
(:, x =f01 A :
c*Xx — max

feladatnak legfeljebb egy optimalis megolddsa van, ha az A oszlopvektorai li-
nedrisan fiiggetlen rendszert alkotnak.

h) Egy feladatnal az optimalis megolddsok halmaza legaldbb egy elemmel kevesebb,
mint a lehetséges megolddsok halmaza.

i) Bgy feladatnak lehet olyan optimélis megoldasa is, amely nem bézismegoldas.

j) Nem minden feladatnak van lehetséges megoldasa.

k) Ha egy feladat két lehetséges megolddsa x; =[4; 3; 7; —2] és x; =
= [—4; —1; 3; 30], akkor biztosan lehetséges megoldas az x* = [2; 2; 6; 6]
vektor is.

/) Ha egy feladatbél elhagyunk egy feltételt, akkor az optimélis célfiiggvényérték
javul.

" m) Ha az x, egy feladat optimalis megolddsai halmazénak csicspontja, akkor csics-

pontja a lehetséges megolddsok halmazénak is.

n) Létezik olyan feladat, amelynek csak egy lehetséges megoldasa van.

0) Ha egy feladatnak végtelen sok optimélis megolddsa van, akkor az optimélis
megoldasok halmaza mindig korlatos.



