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1. Matrixokrol

1.1. Alapfogalmak

A gazdaségi élet informicios és ellen8rzési rendszerében igen fontos sze-
repet jatszik az adatok gyors attekinthetsége, egyszerii kezelhetOsége és meg-
bizhaté értékelése. E célkitiizések elérésében messzemend segitséget jelent a
szakember szdméra a matematikai médszerek alkalmazisa, amelyek néha mar
az adatok célszerii elrendezésével, azok egyszerii matematikai eszkozokkel va-
16 kezelésével célravezetnek, méaskor pedig csak komoly matematikai felkésziilt-
séget igényld eljardsok utjan adnak felviligositast.

Feladatunk tehit azoknak az alapfogalmaknak az elsajititdsa, amelyek bir-
tokdban gazdaségi problémak megolddsit el8segitd matematikai médszerekkel
ismerkedhetiink meg.

Ilyen alapfogalom - a linedris algebra targykoron belil - a méatrix fogal-
ma. A mitrix tulajdonképpen egy téglalap alaku szdmtédbldzatot jelent. Ponto-
sabb megfogalmazishan:
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alaku szdmtdbldzatot m.n. tipusu métrixnak nevezzik. Az aij szimbo6lum

a métrix i-edik sordnak j-edik elemét, illetve j-edik oszlopdnak i-edik
elemét jeldli. Ezért az els§ index az un. sorindex, a misodik pedig az un.
oszlopindex. (Az aij-t a matrix altaldnos elemének szoktuk hivni.) A szdg-

letes zardjel az elemek osszetartozdsira utal.

A matrix jelolésére sokszor csak szimbélumot irunk az elemek részlete-
zése helyett:
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Jelblhetjiik tehdt a matrixokat egyetlen betiivel is.Erre a célra nyomtatisban a
"félkovéren szedett" latin nagybetilket, kézirdsban pedig az aldhuzott nagybetii—
ket szoktuk felhaszndlni. Igy: A, B, C sth., esetleg feltiintetjiik a métrix sorai-
nak és oszlopainak szamat:

A 5o

(m . n)

amit igy olvasunk: "m . n tipusu métrix."

A gazdasédgi tevékenységek vizsgilatit sok esetben megkonnyithetjiik, ha a
rendelkezésre 4116 adatokat egy-egy ilyen tdbldzatba, mAtrixba foglaljuk Gssze.
Pl. egy kereskedelmi véllalat évi forgalmirél j61 4ttekinthetS képet nyerhetiink,
ha a forgalmi adatokbél olyan tablazatot készitiink, amely az oszlopok szerint
havonkénti bontdsban, a sorok szerint pedig cikkcsoportonkénti bontdsban mu-
tatja az druforgalom alakuldsat. Igy, ha a vallalat 30 cikkcsoportot forgalmaz,
akkor egy évi tevékenységét egy 30.12-es tipusu métrixszal reprezentilhatja,
amelyben az 8pq elem a misodik cikkcsoport mircius havi forgalmit mutatja.

A statisztikai vizsgilatok eredménye is sokszor egy-egy mitrixban 6lt
tertet.

Ha egy matrixban felcseréljiik a sorok és oszlopok szerepét, akkor az igy
nyert uj mitrixot az eredeti transzponiltjinak nevezziik.
Az A mitrix transzponéltjt az A~ szimbélummal jelsljiik.

Ha torténetesen az eldbbi kereskedelmi vallalatnal a tablazatot ugy készit—
~ jikk, hogy az oszlopok cikkcsoportonkénti bontdsban, a sorok pedig havonkénti

'~ bontdsban mutatjék az druforgalmat, akkor a véllalat tevékenységét jellemz8

. métrix 12. 30-as tipusu, mert a sorok és oszlopok szerepet cseréltek.

: Legyen A egy 2. 3-as tipusu métrix:

Ll :
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Alta.lﬁban egy m.n tipusu métrix transzponiltja n.m t}pusu mitrix, miksz-
ben az j-edik sor j-edik eleme a j-edik sor i-edik elemévé vélik. Ennek megfe-
leloen a transzpondlds folyamatat j61 érzékelteti az {

[ aij] T

i Mszemggés. ,
‘Az 1,1 tipilsu, egyetlen szAmbé6l 4116 métrixot skaldrnak nevezziik.

Ebhgl 14that6, hogy a métrix-fogalom felfoghat6 a kozonséges értelemben
vett szdmfogalom 4ltaldnositdsaként is. A gazdasigi gyakorlatban eladéds
méirixok elemei rendszerint raciondlis szdmok, A mi megéllapitdsaink azonban
minden olyan esetre érvényesek lesznek, amikor ezek az elemek valés szdmok.
Azt a kifejezést is haszndlhatjuk, hogy mi a valés szdmok halmazin értelmezett
métrixokkal foglalkozunk. Ezért a skaldr, szdmunkra mindig valamilyen valés
szdmot jelent. A skaldrokkal kapcsolatban a mitrix - irdsmédot nem alkalmaz-
zuk. Az 6todik természetes szamot tehdt tovabbra is az 5, nem pedig az [5]
szimb6lummal fogjuk jelélni. Ez is arra utal, hogy a skaléroknak kitiintetett sze-
repiik van a matrixok kozott. ’

Az egyetlen oszlopb6l 4116 métrixot, (vagyls az m.1 tipusu métrixot) osz- |
lopmétrixnak, vagy oszlopvektornak, az egyetlen sorbél 4116 matrixot
(vagyis az 1.n tipusu métrixot) sormétrixnak, vagy sorvektornak szoktuk
nevezni. Az oszlopvektort és sorvektort kozos néven vektornak hivijuk.

A vektorok jellésére kiiltnben kiilon szimbélumot is szoktunk alkalmaz—
ni, nyomtatisban félkdvéren szedett latin kisbetiit, kézirdsban (ill. irégépen tor-
ténd irds alkalméval) pedig aldhuzott latin kisbetiit, : ‘

‘A sorvektor jelét ugy kiilonbdztetjik meg az oszlopvektorétél, hogy a sor-L
vektor szimbélumét ellatjuk a transzponélds jelével is. Igy az a szimb6lum min-
dig oszlopvektort, az a pedig mindig sorvektort jelent.
Ha példéul
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A jobb helykihasznilis kedvéért gyakran alkalmazzuk az

a= 5 4 )"

irdsmédot is, ami az [5, -4, 1] sorvektor transzpondltjit az a oszlppvek-—

tort szimbolizélja. A felirt vektor hiromelemil vektor. A vektor elemeit kom-
ponenseknek is szoktuk nevezni. A sorvektorban a komponenseket vesszdvel vi-
lasztjuk el. (A métrixoknil az elemek kizé nem tesziink vesszdt!)

A gyakorlatban sokszor elfordulé speciflis vektorokra killn elnevezése -
ket vezetiink be. ‘ '

A nullvektor vagy zérusvektor olyan vektor, amelynek mindegyik kompo -
nense zérus. A nullvektor szimb6luma: o (alshuzott kis o betiil)

Pl.a o= [o, 0, 0 o,] *  vektor egy 4 elemii nullvektor, oszlbp‘
vektor. 3

Az egységvektor olyan vektor, amelynek az egyik komponense 1, a tbbi
nulla. Az egységvektor jelolésére az e, szimb6lumot hanznaljuk, ahol az i

index azt mutatja, hogy az 1 hdnyadik komponense a vektornak.
Példaként felirjuk a 3 elemii egységvektorokat oszlopvektor alakban:

1 0 0
By bl S Dol S L
0 0 1 :

&sa nekik megfelel8 sorvektorokat:
* : * g * 2
N B A [o, ¥, o] oo, 1].

Az dsszegezd vektor olyan vektor, amelynek minden komponeﬁsé 1. Ezt
a vektort az 1 szimbélummal jelsljiik.

Példaként felirjuk a 3 elemii dsszegez§ vektort:

Zixf, 51, .1]*.

A gyakorlatban sokszor elGforduls speciilis métrixokat is kiilon névvel,
 szimbblummal 14tjuk el. :

TET—



A nullmétrix vagy zérusmaétrix olyan métrix, amelynek minden eleme zé-
rus. Az ilyen métrixot a 0 (aldhuzott nagy 0 betil) szimbélummal jeloljiik.

Ezek szerint a

mitrix egy 2.3 tipusu nullmitrix.

Az n.n tipusu métrixot kvadratikus méatrixnak nevezzikk. Az n jelenti a
kvadratikus mitrix rendjét. (A nem kvadratikus matrixoknal nem beszél-
hetiink rendrdl!)

A= 6s B=

maétrixok mésodrendii kvadratikus matrixok, ahol B egyben nullmitrix is. A
kvadratikus matrixoknal az a, elemeket diagon4lis elemeknek nevezziik, ezek al-
kotjik az un. f84tlst. :

A diagondlis métrix olyan kvadratikus métrix, amelynek minden £84tlén
kiviili eleme zérus. A diagonilis métrixok jelslésére az
@11, Bopr vees anb szimbélumot is hasznilhatjuk.

Diagondlis métrixok pl. a kovetkezdk:

2 k00 5 0

0 i
A=0 3 100E L aaye B gtk e diollG
e 00

D NOFeied

ahol A és C harmadrendii diagondlis métrix, - C egyben nullmétrix is -,
B pedig mésodrendii diagonilis matrix. -
A kiilon szimbdlummal jelslve:

A= <z, ) %; B= Q 05 _g=@, 0, 0>.

Az egységmétrix olyan diagondlis mitrix, amelynek diagonilis elemei
mind 1-gyel egyenldk.
Az egységmitrixokat dltaldnosan az E szimbélummal jelsljiik.




Harmadrendii egységmatrix pl. a kivetkezd:

i) 0 0 :
B ot A Snan L <1 1, 1>
CIRRE e |

Néha az E szimb6lumhoz egy indexet is csatolunk annak feltiintetésére,
hogy hényadrendii egységmatrixrsl van sz6. Az n-ed rendii egységmatrixot te-
hat _E}n jeldli. =

A hiromszigmatrix (vagy trianguliris métrix) olyan kvadratikus métrix,
amelynek vagy a f64tl6 feletti vagy a f84tl6 alatti elemel mind nullik, Az
els@ esetben alsé hiromszogmatrixrél, a misodikban pedig fels harom-
sz0gmatrixrél beszéliink,

Tekintsikk az alibbi példakat:

1 3 5 0 0 0 Dol
*
A=|0 2 OB =43 5 Oi [ i€ =100 00 <]
0 0 4 0 S158 10 DR O

ahol A és C maétrixok fels§ hiromszsgmétrixok, a B pedig alsé hiromszig-
métrix. Természetesen a diagonilis matrixok egyben trianguliris méitrixok is.

: A gyakorlatban elfforduls szdmtiblazatok, matrixok ltaldban nagymeére-
tiek. Az ilyen matrixokat sokszor kisebb részekre, un. blokkokra (vagy minor-
| matrixokra) bontjuk vizszintes és fiiggGleges egyenesek segitségével.

A métrixoknak blokkokra valé bontisat particionildsnak nevezziik.
A blokkokhél felépitett métrix elemei is matrixok. Erre utal a hipermait-
rix elnevezés is.

Tekintsiink egy 5.5-6s matrixot, amit a kovetkezdképpen bontunk blokkok -

g .
[/ 5 4 -3 1' 5 0
3 0 -6 | 2 1
|
_A_= __q._.._—f.___i_[_f..'_._._o__ %
1 1 Jes st 0
0" o 0 ; 1 1 J




Particiondlis utdn métrixunk uj alakja:

éll —&12

A= )
521 é22

ahol a métrix elemei a blokkok, amelyek rendre

5 E -3
e e
0 -4 5
egy 3.3 tipusu mitrix,
(5 o
e s
8 0
egy 3.2 tipusu métrix,
1 1 1
A =
& 0 0 0
egy 2.3 tipusu méitrix, és
1 0
A —
22 1 1

egy 2.2 tipusu métrix.

Ez az irdsméd sok esetben megkonnyitheti a tdrgyalist.

A particiondldsnak egyik leggyakrabban alkalmazott médja a matrixoknak
oszlopvektorokra vagy sorvektorokra valé bontisa. Gondoljunk pl. a mir emli-
tett kereskedelmi villalat druforgalmit reprezentdlé 30.12-es métrixra, ahol
az oszlopokra vald bontis - lényegében - a villalat janudr, februdr, ..., decem-
ber havi forgalmat mutatja cikkcsoportonként; a sorokra valé bontds pedig az
egyes cikkcsoportokban lebonyolitott forgalmat adja meg havi részletezéssel.
Mindkét felbontdsra szikkség van az adatok elemzésénél, értékelésénél, esetleg
a jovdre vonatkozé tervezésnél,

i1n



| Ha az m.n tipusu A métrix oszlepvektorait rendre az a
szimbélumokkal ]Bloljﬂk akkor az

.é= [&1!&2’ LN ._a.'.n]

felbontdshoz jutunk, Az aJ oszlopvektorok m-elemil vektorok. Ha pedig az

*, S _c_l* szimb6lumokkal
2 m ;

20 B e By

m.n tipusu A métrix sorvektorait rendre a d
jeloljtik akkor

felbontdshoz jutunk, A d_* sorvektorok n elemii vektorok.

Igy pl. minden n-edrendii egységmétrix n oszlopvektorra bonthaté, ame-
. Iyek mindegyike egységvektor:

s [«91’ Ly ""fn:l’

vagy n Bdrvektorra, amelyek ugyancsak egységvektorok:

- —

il
=
=]

f!

*
n

£

Az egységmitrixoknak oszlopvektorokra és sorvektorokra vals particions-
lisé.nal a megfeleld brokkok egymisnak transzponiltjai.




1.2. Nagysagrendi relaciok és miiveleti szabalyok

Mivel a méitrix fogalom felfoghaté a kizinséges értelemben vett szdmfo-
galom 4ltalinositdsaként is, természetes, hogy vele kapcsolathan nagysdgren-
di reldcidkrol és miiveleti szabdlyokrsl beszéljiink.

Két azonos tipusu métrix kozott az aldbbi reldcick értelmezhetdk:

rr

egyenlo (=)
nem-egyenld (#)

nagyobb (=)
kisebb (<)
nem-nagyobb ( < )
nem-kisebb (% )

A fenti reliciék valamelyike akkor teljesiil a vizsgalt mitrixokra, ha a
kérdéses relicié elemrdl elemre érvényes.

Tekintsiik az aldbbi matrixokat:

Vizsgdljuk meg, hogy a fenti reldciék koziil melyek érvényesek az AGE,
C és D mitrixokra. Konnyen beldthat6 az aldbbi dllitisok helyessége:

A = B  (Megfelel§ elemeik ugyanis egyenldk.)
A& #C (Az egyenl@ség ugyanis az elsd sor els6 elemére nem 4ll
fenn. )

B A (D minden eleme nagyobb A megfelel8 eleménél. )

A < D (A elemei ugyanis mind kisebbek D megfelelS elemeinél. )

A S C  (Az A elsd sorédnak els§ eleme kisebb ugyanis C megfeleld
) eleménél. )

c 2 A (A C elsd sordnak els§ eleme nagyobb mint A megfeleld

eleme.)

Mivel a vektorok specidlis métrixok az eldbbi megéllapitisok vektorokra
is érvényesek. Igy pl. az
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v

x='0

reldcié olyan vektort értelmez, amelynek nincs negativ komponense.

Megjegyzés: A skaldr-aritmetikdban értelmezett nagysigrendi reldciékkal el-
lentétben itt nem 41l fenn, hogy két azonos tipusu mitrix kézitt a

"M, " =" "< szimbélumok meghatdrozta reldcitk egyike,
de csakis egyike fennill.
Példaul, ha

A= és
4 =2 4 0

1w
]

akkor a fenti reldcidk egyike sem érvényes a két matrixra.
Ezek utdn ratériink a miiveletek tdrgyaldsira.

1.2.1. Osszeadis

A kozonséges szdmokra értelmezett miiveletekhez hasonléan el8szor az
osszeadist vezetjiik be.

Az Osszeadist csak azonos tipusu méitrixokra értelmezziik.
Az adott m.n tipusu A = i—iij] és az

ugyanilyen tipusu B = [hij | métrixok dsszegén azt az A + B szim-

b6lummal jeliilt“m.ntipusu métrixot értjilk, amelynek egyes elemeit ugy
nyerjilkk, hogy A és B megfeleld elemeit tsszeadjuk.

Jelekben:
a.: +-b_ ='la,+b
[iJ] lil] [11 i1:|'
Példdul, ha
ik 2 5] =1
é: és E: 2
0 -s = 4
akkor
Boger o4
A+B-

-2 1



A meghatirozdsbél kivetkezik, 'hogr a métrixok sszeaddsit a kozbnséges
értelemben vett szimok az un. skaldrok Ssszeaddsira vezettilk vissza. Ebbgl
kovetkezik, hogy

a) a mitrixok Gsszegére is érvényes a "skaldr-aritmetikai 6sszeadisra

jellemz6 kommutativitds (tagok felcserélhet8sége):

A+B=B+A
és

asszoclativitds (tagok csoportosithatésdga): (A + B) + C=A+B+C), -
aminek alapjin a métrixok Osszeaddsit tobb, de csak véges sok tagra
is kiterjeszthetjiik;

b) Mivel skalir transzponiltja Snmagival egyenld, ezért dsszeg transz-
ponaltja egyenl§ a tagok transzpondltjinak dsszegével:

a+B) = A" +B"

Az elmondottakra tekintsikk a kévetkezd példdkat:

métrixokra az osszeadés definici6ja szerint

6 1 6 1
A+B= 6 B+A=
22 1 =2 1

Val6ban igaz tehdt, hogy
A¥B=5+Ac
Hagonlé médon nyerjik, hogy
6 . ~4 5 2 6

@+By+C= + =
-2 1 0 -1 -2 0




és
L 2 1 4 2 6

A+@+Q) = | + = :
eI = R B2 g

Ervényes tehdt az (A + B)+ C=A + (B + C) osszefiiggés is.

Végiil pedig, ha
| ik | @ lg " Lo
' @ +B)-= » akkor (A +B)™ =
g ‘ T P
és
B 1 0 5 -2 = 7 6 -2
- A = Sk ,igy A"+ B~ = ’
# =3 -1 4 1 1
amibdl kiovetkezik az

2,2, Szorzis

Az Osszeadds utdn értelmezzik a szorzds miiveletét. Matrixok Ssszeads -
t csak azonos tipusu métrixokra definidltuk. A szorzds - bar itt is vannak meg-
.| sek - szélesebb korben végezhetSel, A lehetséges eseteket tekintsik kii-

on-killon. ElsSnek a skaldrral valé szorzast vegyiik:
Adott A =[ 3, Imétrixnak egy Askaldrral alkotott szorzatén azta A A

- 8zimb6lummal jelolt matrixot értjikk, amelynek minden eleme az A meg-
felelG elemének ) -szorosa, azaz

A [aij] =L Xaij:] .




A meghatdrozésbol kovetkezik, hogy matrixnak skaldrral valé szorzasit
kozonséges értelemben vett szdmok szorzatira vezettik vissza. Tovabbé4, hogy
skaldrral birmilyen tipusu matrix megszorozhaté.

A skaldrral alkotott szorzatra érvényesek az aldbbi azonossigok:

ArA=A-% (kommutativits)
( }\1 . .Xz) . A= )\.1 ( ?Lz A) (asszociativitds)

(k1+9\ )i é=z\,1é+}\2é
- (disztributivitds, vagyis a szorzés és az

A(A+B) = ZA + AB tsszeadds sorrendjének felcserelése)
A sl%alﬁfral'alkototf szorzat tulajdonségainak illusztrﬁlé,séra legyen is-
mét
12 B Ypliy
A= és B =

0.8 : = 4

Legyen tovdbbi kl = 5its A 5 = ~2,5. Ekkor a skaldrral valé szorzdsra
adott definicié értelmében

1 2 L1985 -25
(A, A)A=-12,5 -
S 0 37,5
és
L5, a8 12,5 25
A PR Sl 37,5|
vagyis
GRS
Tovébbé

(}'1+ A’z)é=2’5 =
0 -3 0 -7,5



és

N | 0 7,5
azaz
(At MJA=A A+ XA
| Svégila
E & oot 30 5
[ ?\.1(}_\.+B_)=5 =
R 105 . B
é8 a

5 10 25 -5 30
xlé+ Alg = + =
0 -15 T N S

L egyenl8ség azt tanusitja, hogy

A A+B)= A A+ A B.

szorzata
1.A=A,
I

vagyls az adott métrix,
b} A= -1 gkalérral alkotott-szorzata -

(-h A=A

tehst ax A ellentettje "-A" irhats.

Meglegyzések: a) Egy adott A = [auj mitrixnak a A = 1 skalsrral alkotott

olyan métrix, amelynek minden eleme ellentettje az A métrix
megfeleld elemeinek, ezért az A métrix ellentettjének nevez-
zik. Az A métrixnak & (-1) skalfrral valé szorzdsa helyett



c) Ha az A miatrixhoz hozz4adjuk ellentettjét, akkor az dssze-
adis definiciéja szerint

A+ (-A) = 0.

d) Az A métrixnak a A = 0 skaldrral alkotott szorzata:

0 W =10,

Az egyenlGség definiciéja és a skaldrral valé szorzds értelmezése lehe-
tové teszi a szimmetrikus és ferdén szimmetrikus métrix fogalménak bevezeté -

sét.

I

Az A mitrixot szimmetrikusnak nevezzik, ha

A" = A,

azaz, ha A méitrix megegyezik sajit transzpondltjaval.

Példaul: ha

I
1]

és igy

Megjegyzések:

w D e
PR
& -1
£
o)
=
I
%X
1]
w N e
IS T T ]
R TR

T

a) A szimmetrikus méatrix minden esetben kvadratikus métrix,
amelyre

minden i és j értékre.
b) Minden diagondlis métrix szimmetrikus méatrix.

¢) Kimutathaté, hogy szimmetrikus matrixok Osszege is szim-
metrikus. :

A szimmetrikus mitrix meghatirozisa utdn definidljuk a ferdén szim-
metrikus méatrixot.




A B miétrixot a.lgkor nevezzik 'fei‘dén'ﬂzi’inmefrikusmk_, ha

!

BX g

azaz, ha a B métrix transzponiltja a B matrix ellentettjével egyenld.

s

. Példaul, ha

<
I
—

no

0 e
3
1 0 -3 | , amelyre B =|-1 0 =3

ro
(V]
(==}
i vo]
d
>

g SO
s B=1 g 3| , akkor B = _B,
2 s 0

minden i és j értékre.

b) Az s.j e ‘aji egyenl8séghtl kivetkezik, hogy a ferdén szim-
metrikus matrixok diagonilis elemei mindig zérussal egyen -
16k. -

¢) A ferdén szimmetrikus matrixra adott meghatirozasbél ko-
vetkezik, hogy

B" +B =0

eddigi miveletekkel kapesolatban bex}ezet juk a linedris algebriban
pet jatszo linedris kombindcis fogalmat, '

z adott m.n tipusu




métrixokat rendre megszorozzuk a

Ay 12, RO

skaldrokkal és az igy nyert szorzatokat Ssszeadjuk, akkor a

A
XIA_1+ Lzéz+...+ k'é"k

kifejezésnek megfelel m.n tipusu méatrixot az adott martixok linedris

kombinficiéjinak nevezziik.
Igy pl. az
1 3 10 5 2 1
;A.-l " 2 4 ; A'z 2 3 7 i _33_3 5 0 3
mﬁtrixol;nak a

mAtrix.

Megjegyzések: a)A defini4lt linedris kombinfciéban a "k'" értéke 1 is lehet.
_ Ez azt jelenti, hogy speciflis esetben egyetlen métrix linedris
kombinfici6jarsl is beszélhetiink,

b) Az azonos tipusu A és B métrixoknak a 9\.1 =168 }"2 = -1
: skaldrokkal vett linedris kombindci6ja, az

2=




szimb6lummal jelslt martix felfoghaté ugy is, mint killonb-
ség, A és B métrixok kiillonbsége. Ez olyan métrixot jelent,
amelynek elemeit ugy nyerjilkk, hogy vesszilk az A és B meg-
feleld elemeinek killonbségét.

Szimbélikusan:

[aij:l "[bij] % [aij i bi]‘] i

Példdul:

2 4 0 5 4 3 -3 -5 3
CRRABC T B S WL e 0 B R T
AzA, A, ..., Ak métrixokra értelmezett linedris kombindcick ki-
ziil kiemeliink néhdnyat, amelyeknek a késdbbiekben fontos szerepik lesz.
"IEL
~ ha egy linedris kombindciéban a skaldr szorzék kozott nincs negativ,
| akkor nem-negativ linedris kombindci6érél beszéliink.

| Példdul, a

2él+3§2+0.f_\3+5§4

|

b
E
W

5 linedris kombindcié nem-negativ linedris kombindcid, mert a

O TR O e e I T

Az olyan nem-negativ linedris kombindci6t pedig, amelyben a skaldr
szorzék dsszege egy,konvex linedris kombindciénak nevezzik.

Példdul:
‘ 1.20,5A +0,24,+0,34,

lineiris kombindci6 konvex linedris kombindci6, mert a

kl-—o,s, ?.»2=a,2 és ?n3=o,3

skalérokra teljesil



a) a nem-negativitis: 11, b
b) A+ A + A =1 feltétel
1 2 3
2. az

a +—1-a
=2 =g

o[

— 8 +
il &

specidlis métrixokra, oszlopvektorokra felirt linedris kombinécié
is konvex linedris kombindcié, mert

1SN 1
— _—._) ——
ey i aw ¢ és 2+

_]l.. + l— =1
6 3

A skaldrral valé szorzis meghatdrozdsa utdn értelmezzilk az un. skalsd—
ris szorzatot.

Az
= 1*
= [al, Bor eeny By s a
és

¥
b by Bys ver By o, bn]

vektorok skaldris szorzatin az

b, +
ala

1 b2+...+aibi+...+ah

2 ity

skaldrt értjikk, azaz a és b vektorok szorzata olyan skaldrt jelent, amely

megegyezik az azonos indexii komponensek szorzatanak Osszegével.
Jelolésére az

¥
a‘b-o

-

szimbélumeot hasznéljuk.

Példaul, ha

akkor




A skaldris szorzattal értelmezett

-+
alb1+a2b2 "'+aibi+"'+anb

. amit igy olvasunk: "szumma i = 1-t6l n-ig a, bi’ vagyis a, bi szorzatokat adjuk

Osszei=1, 2, ... n esetén,

: MEgjegyzések: a) Csak olyan vektorok skaldris szorzata van értelmezve, ame-
; lyekben a komponensek szima azonos.

b) A skaldris szorzat kommutativ és disztributiv kifejezés az
alabbi azonossigoknak megfelelden:

a b=b .a (kommutativitis)
(disztributivitas)

Példaképpen tekintsiik az alibbi vektorokat:
; % % *
?.‘. o [3! 1! 0! "2] 2 _I_) = [5’ “2; 4: 0] és Q = [4v 0: "2’ 3]

- A skaldris szorzatra adott definici6 alapjin konnyen ellendrizhetjiik az
~ aldbbi egyenlGségek helyességét:

B boo.s4 1 (20 440.2) 0 =13,
e B =53+ (2R H A4 000 (22) =18,

a (b+c)=3. (5+4)+1. (-240) + 0 . (4-2) + (-2)(0+3) = 19.

a b+a¥c=[8.5+1. (-2) +0.4+-2). 0+ [3.4+1.040 (-2) +

+(-2) . 3]=13+6=19.
=2 =



]

; ot R -7:,1‘.‘!,<"r'

(!*"‘E*) .c=(3+5) . 4+ (1-2) . 0+ (04
? .

a

c+b e=[3.441.0+0. (-2) + (2.
+0.3]

A nyert eredmények szerint az adott s

Megjegyzések: a skaldris szorzat értelmez

a) egy vektornak onmagéval
het negativ skaldr, ugyanis
kor _g_* .a= 52 +§,_=2_..+

1752

e
2 .a=

c) Egy vektorhak a me
laris szorzata a
adja: !

- 8 :

a »_l =hyh 2.2 s

%0 :

1 .a=a +a +.

d) Bérmely n elemii
tott skaldris szo:




a=[35]" & b=[-s, 9%,

akkor
2 .b=3(-5)+5.3=0.

Az E* b skaldris szorzat bevezetése utdn értelmezziik az un. diadikus
.8zorzatot. o

Az

f‘-ztalf 8o sees am]*

és 3
*
belb; by, b

‘vektorok diadikus szorzatit a kivetkezd elfirdssal definidl -

ok
- /3
8y my Byais & B
a, ‘bI a, hﬂ2 e 8, bn >

m i m 2 m n

abab‘...abj

_‘.z.azaz egy m elemii a vektor és egy n elemil b vektor diadikus szorzata olyan
‘métrixot jelent, amelynek i-edik sora

b b ] = Lobiaimm, L a b ]

- A métrix m.n tipusu, vagyis sorainak szdma megegyezik az a vektor
nponenseinek szdmaval, az 2szlopok szdma pedig azonos a b komponensei -
zamdval,

Jelekben:

abk=C

(m. i_) il ._nj (m.n)

-



Példdul:

2 ' : 2 5 8 CADNE
o [1, 8, <2, 4] = g" ol oy
ol 2Ly e

Megjegyzés: a diadikus szorzatot roviden diddnak nevezziik.

A mitrixoknak blokkokra valé bontdsdndl emlitettilk, hogy a particiondlds-
nak egyik leggyakrabban alkalmazott médja a matrixoknak sorvektorokra, vagy
oszlopvektorokra valé szétbontdsa. Ezt haszniljuk fel a métrixoknak métrixszal
vald szorzdsédnak értelmezésénél, ;

‘Egy p . q tipusu mitrix és egy q . r tipusu matrix szorzatit a kovetkezd

eldirdssal definidljuk:

i 9

a*
=

A .. B a0

[ % * % =7
LR
= % o % =g 5
Ez El ?..’2 Ez “‘3'2 PI' (p! l')
* % %
2 ap-l_)z---gp-br

azaz az A  matrixnaka B madtrixszal képzett szorzata egy olyan métrix,

(p-q) (q.r)
amelyben a sorok szima megegyezik az elsd tényezd sorainak szdméval, az
oszlopok szdma pedig a mésodik tényezd oszlopainak szdmdaval,

Szimbélikusan:

A -B = Ui
(P-9) (@.r} Ap.r)






Megjegyzések: a) Két mitrix szorzata csak abban az esetben van értelmezve,
ha az elsd tényezd oszlopvektorainak szdma megegyezik a
mésodik tényezd sorvektorainak szdmaval, mert ez biztosit-
Jaam

*
a . _bj —[ail, a0 "'aiq] : sz

.

skaldris szorzatok létezését.

b) A métrixok szorzata dltaldban nem kommutativ kifejezés. Az
A . B szorzat tehit a legtdbb esetben nem egyezik meg a
B . A szorzattal. A kommutativitds minden tovibbi megszo-
ritds nélkiil mir csak azért sem 4llhat fenn, mert eleve az
sem biztos, hogy a tényezdk felcserélésével nyert uj szor-
-zat egydltaldban értelmezve van-e.

Pl A . B = C ,de B mitrix nem szorozhat6
8.5 22 6.2 2.2)
mega A mitrixszal, mivel a b, sorvektor és a_  osz-
(3.2) : L

lopvektor kozott nincs értelme a skaldris szorzatnak,
Kommutativitdsrél ezért csak kvadratikus méitrixoknil lehet
sz6, de ezeknél is csak speciflis esetekben. Ilyen specidlis
eset - amelyeknek helyessége kimutathaté - példdul

A.0=0
,aholA . 0=0.A
0.A=0
és
A.E=4
,aholA. E=EA.
E.A=A

Egyéb specidlis eseteket késébb még emliteni fogunk.

¢)’A kommutativitdssal ellentétben az asszociativitids és a
disztributivitds a métrixok szorzatira is érvényes, Neveze-
tesen:



A.B)C=AB.C) (asszociativitis)

A{disztributivitis)

kg Sin B 448
R LR e S e
0 2

Ezek kozott értelmezve van az

AB; AC;BCéCB

szorzat, ahol

155 8 00 .8 3. B
AB=|-2 2|; Ac=[1 4|; BC= 6s CB = :
2 i a2 ip

E=i 248

A szorzisi szabdly alapjin konnyen ellendrizhetjikk az aldbbi egyenlfsége -

ket:
b it L g i
AB)C= |2 -2 SR W B
biaren ot RLRREE
A g oot byt |
o I S (PR S P
o 2 Lo o9




1 - £ 3.5
F e
AfBweysiid i n =G
0 e B
i 2 el s
AB +ACc= Lo dgiid g
2. o 2 sz T

Ezek szerint a fenti matrixokra nézve érvényes mind az

f.“;
@

S

I

(B C),

mind pedig az

—

ABEO) =0 B+ AC
Osszefliggés.

Ha egy szorzatban az egyik tényez0 skalar, akkor a szorzat fiiggetlen at-
t6l, hogy a skaldrt hdnyadik tényezdként irjuk fel. Ennek megfelelGen

AMAB)=(AB)A =A (AB)= (AA) . B.

A tovibbiakban megfogalmazunk néhiny 4llitdst a métrixok szorzasara vo
natkozéan:

1. Tétel: Ha a szorzat egyik tényezGje nullmiétrix, akkor maga a szorzat is
nullmétrixot jelent - amint ezt mar littuk az emlitett péld4n4l.

Bizonyitds: Az 4llitds helyessége a szorzatra adott definiciébol kovetkezik,
ugyanis az a” b skaldris szorzata nulla, ha egyik tényez& 0.

Ez a nyilvdnvalé 4llitds megegyezik a skaldr-arimetrikibél mar ismert,
azonos tétellel. Van azonban egy lényeges kiilonbség is. Amig a skaldraritmeti-
kéban ez a tétel megfordithaté, addig a méatrixaritmetikdban mAar nem ez a hely -
zet. Két skaldr szorzata ugyanis csak akkor lehet zérus, ha koziilik legalibb az
egvik zérus. Ezzel szemben két matrix szorzata akkor is szolgéltathat nullméatri-
xot, amikor egyik tényezdje sem nullmétrix.



Pl

C U FIRT
LA OR
4 2 =lo of-
R
B TR

2. Tétel: Az A x szorzat - amennyiben értelmezve van - az A mitrix oszlop-
vektorainak azt a linedris kombindci6jit jelenti, amelyben skaldrok-
ként az x vektor megfelel6 komponensei szerepelnek. Ha tehit a p.q
tipusu A méitrixban

3.11 O alq

A: azl ARG azq "_*[?_-1; ﬁzy---!éq]
a Al
pl S

akkor

A xRl gt anta L b ke

Bizonyitds: Ennek az 4llitdsnak a helyessége ugy l4that6 be, hogy felirjuk az
A x szorzatnak megfelel§ oszlopvektort, vagyis

S St i RBITE
all a.l2 alj alq X a11x1+a12x2+ aljxj+ aquq
: Eits Sl G RN PR
: e e e T B SN i Sl 5
f s : = ) ,
B . :
B i S +o..t2, X F...
3, ail (2 aij aiq xj a, x1+ai2 X, 313 x]_ +aiq xq
e
a a Gyl Do R X . G LRED i S BT IOE S IERRE e R
‘= pl p2 pj pal| q pl'l p2 2 pij pa q




ahonnan az Osszeadds definiciéja alapjin:

- -] e -1 r = - b = -
allxl'l-alzxz'h iy -I-aljxj+. ‘ .-Hiquq allxl a12x2 aljxj aquq
: 3.21x1+a32x2+. . .+azjxj+. & .-i-aquq = 321){1 + 8.22)(2 S P azjxj Pt &alxq
ail xld-a12x2+. i +B.1j Xj'h ae +a1qu ailxl aiz x2 -aij xj aiqxq
a x +a x+,...48 X +...48 X a _x a X a Xx a X
pl1 p22 P i Pdq pl'1 p2 2 pljJ pd q

Majd az egyes oszlopvektorokb6l az azonos skaldr szorzét kiemelve (a disztri-
butiv térvény megforditdsal):

A1 215 Falj : 21q
291 ) a5 209
e
xl = Xz “ + X + + xq
A1 32 | *iq
i a a &
| Pl | P2 | | md | P4 |

adédik. ;
Az oszlopvektorok jeltlésére az Ej szimbélumot bevezetve valéban

= ; +
Ax X 8 x2§2+...+xng,
ahogy 4llitottuk.
Legyen példdul:
1 0 5 3
A=|2 4 11 é8 x=}| 5
3 2 -3 i1



Az A x szorzat a mitrixok szorzdséra adott definiciénak megfeleléen:

1 10 5 -2
2 P I R Rl R W 0
3 2 -3 22

A két eredmény val6ban megegyezik.

Kovetkezmény:

A fenti 4llitds értelmében az A . B szorzat oszlopvektorai nem mésok,
mint az A métrix - az elsd tényezd - oszlopvektorainak linedris kombinicidi,
mégpedig olyan linedris kombindciéi, amelyekben skaldrokként a B méitrix - mi-
sodik tényezd - oszlopvektorainak megfelelé komponensei szerepelnek, vagyis
ha

b, ]

B=[b by ... by

akkor az A B szorzatra nézve érvényes az

A8 Zalv, b b BEAL AbLl kb |
= ey = e e sptde Sy - Dinmi by,
(p-9) (@. 1)
azonossig is.
Példaul:
1 2 [
A=l 11 és B=|2 1

E s

métrixok szorzatiban az elsd oszlop:



1
0 1 r =10]. 1+ 1 2= 2 5
2
3 ~2 3 -2 -1
a mésodik oszlop pedig:
1 2 -1
-3
0 1 = 1
5 §
3 -2 -11
és igy
My 5l

1>
I
L}
<
[

T e
B b
[P

Ll
B
—t

Ugyanazt az eredményt kaptuk, mint a szorzﬁs eredeti definici6ja alapjé.ﬁ
tortént szorzds alkalmdaval.

3. Tétel: Az _}_r* B szorzat a B métrix sorvektorainakazt a linedris kombin4 -
ci6jit jelenti, amelyben skaldrokként az Y vektor komponensei sze-

repelnek.
Ha tehit
£
Pl T
és
i ; el
b11 Bygp vn Bia 91
£
B gy Bgg ir By bbby
. *
b o d
q1 “"q2 qr =i




akkor

* * 3 £
T8 = Y8 G e ir

Az 4llitds helyessége a 2. tétel bizonyitdséinil kbvetett eljArishoz hason-
16 médon 14thaté be.

Példdul, ha
T
¥ = ol 2 e B=leding
4 2
akkor

vy - B=d s Al cifo 8] gl st e a],

Ugyanerre az eredményre jutunk, ha a szorzds eredetidefiniciéja alapjin
jirunk el.

Kovetkezmény:

Az A . B szorzat sorvekforai - a fentiek értelmében - nem mésok, mint
a B métrix,a mésodik tényezd sorvektorainak linedris kombindci6i. Az egyes
linedris kombindcidkban skaldrokként az A, az elsd tényezd, megfelels sorvek-
torainak komponensei szerepelnek, vagyis ha

%* %
—g-l 51 E
A = g* és B , akkor A . B= g* B
29 = S T SRl
(p.9) . (qr) .
* »
B
& & =]
e Peldaul:
[‘1 2 Ry
0 1 2 1



szorzat elso sorvektora:

4 & ; ;
Ei 2 =11, Sleeiamlafs 1),
| 2 1
mésodik sorvektora:
_ el
[0, SROTROREE L
&) 1 “
harmadik sorvektora:
] -3
g cads =801, o] su-ale iz ]
2 1
és igy
1 2 5 =l
il -3
0 k| =12 S
2 1
3 =2 -1 =11

Most is az ismert eredményre jutottunk.

4. Tétel: Két matrix szorzatdra mindig érvényes az

aB)" =B". A"

4ZOnossag.
Bizonyitis: Az 4llitds helyességének belatdsdra tekintsiik az

A.B=C

szorzatot, ahol a szorzat matrix dltaldnos eleme

»
B S o)
1 fthiat =i



A transzponilds utin ugyanez lesz a g* méatrix j-edik sorinak i-edik ele-

I:cij_],t =le ]+

ji
MAisrészt a

e S

méitrix j-edik sordnak i-edik eleme viszont

%
b .

A skaldris szorzatra megismert kommutativ tulajdonsdg alapjin azonban

o
APy
o
1l
o
)

Ez azt jelenti, hogy az (A B)" matrixésa B® . A™ métrix megfelel§ ele-
mei rendre megegyeznek egymdissal, vagyis

(R SR AT

Ezzel allitdsunk helyességét bebizonyitottuk.
Példaképpen legyen

1o b e e
PR R PO e
e =y
Ekkor
1 2 0] 1 A
700 [ T N T S T e
B sy R



és

£ e 1S5 e, PSR o
g A%t <Y el 0 g i
5" ¥ 0 g

Az eredmények valéban eleget tesznek a

e

(A B

azonossfignak.

Kdvetkezmény:
Az dllitdst tébbtényezOs szorzatokra is ki lehet terjeszteni, azaz

: " % % *
(_A_l.éz...ék) _A-k"'é2°é1'

Ennek helyessége ugyancsak a szorzds definiciéja és annak tulajdonsdgai
alapjin l4thaté be. : : :

A métrixok szorzésival kapcsolatban érdemes megjegyezni, hogyan ala -
kul a szorzat, ha a tényezdk, vagy azok valamelyike specilis métrix:

a) Két diagondlis mitrix szorzata olyan diagonilis métrix, amelynek dia-

gonilis elemei megegyeznek a megfeleld diagonilis elemek szorzati-
val,

Példdul:

0 3 O8he 0 T 0(=}0 3.7 0 = 45,21,45>.

VS T T DR A 0 5.9

Ez a megﬂlé.pitas arra is rdvilgit, hogy a diagonilis métrixok szor-
zatdra nézve érvényes a kommutativitis,

b) Ha egy métrixot jobbrél szorzunk meg egy diagonilis mitrixszal, ak-
kor a szorzatnak megfelel6 mitrix egyes oszlopvektorait legegyszeriib-
ben ugy kaphatjuk meg, hogy az els8 tényezs oszlopvektorait rendre
megszorozzuk a megfeleld diagondlis élemekkel], ;



ki i

Példaul:

5 0 -1 2 0 O—l 10 0 -5
-2 3 4 0 3 0 e g 20
0 0 5

¢) Ha egy métrixot balrél szorzunk meg egy diagonslis métrixszal, akkor
a szorzat egyes sorvektorait legegyszeriibben ugy hatirozhatjuk meg,
hogy a mésodik tényezd sorvektorait rendre megszorozzuk a megiele-
16 diagonilis elemekkel.

Péld4ul:
4 0 5 0 -1 20 0 -4

SR ) G S 4 10 0p . <38

d) Felso héromsztigmﬁtrixok szorzata felsd hAromszogmatrix.
Példaul: :

2 3 1 3 0 4 -6 36
0 -3 0 g =2 8| = 6 24| .
0 0 5 0 0 4 g 20

Figyeljikk meg, hogy a szorzat diagondlis elemei megegyeznek a ténye-
28k megfeleld diagonélis elemeinek szorzatival. Hasonléképpen az al-
s6 hiromszogmatrixok szorzata alsé hiromszogmartix.

e) Ha egy méatrixot egységmitrixszal szorzunk, akkor a szorzat - amint
azt mar kordbban lattuk ~, maga a méatrix.

f) A kiilonboz0 rendii egységvektorokbél felépitett nem diagonilis matrixok-
kal val6 szorzdsra is nézziink példat:

5 -1 1 1 0 0 5 1 -1
0 1 1 0 0 11=]0 1 1
1 0 1 0 1 0 1 1 0



Ennek alapjin észrevehetjiik, hogy ha egy méatrixot megszorzunk egy ilyen
matrixszal, akkor az adott méitrixban csak az oszlopvektorok sorrendje viltozik
meg. Az ilyen maétrixokat "permutils" méitrixnak nevezzik., Ezekre jellemzd,
hogy oszlopainak megfeleld itrendezésével egységmatrixsza alakithatok at.

Az alibbi példa pedig arra mutat, ha egy matrixot balrsl szorzunk meg
egy permutilé matrixszal, akkor az adott matrixhan csak a sorvektorok sorrend -
je valtozik meg:

1 0 0 5 -1 i 5 -1 I
0 0 1 0 i 1|=/1 0 ) 2
0 1 0 1 0 il 0 1 1

1.2.3. Hatvianyozis

A specidlis mitrixok szorzdsanil kiilsn foglalkozunk a kvadratikus matri—
xok szorzdsival abban az esetben, ha a tényez6k azonosak, mert ez lehetSvé te-
szi a hatvinyozds fogalménak bevezetését.

Az n-ed rendii kvadratikus matrixok nem-negativ egész-kitevdjii hatvanyait
a kovetkezd elSirdssal értelmezziik:

A’ - E
i

A a
A% wn? g
ék =Ak—1 A

A nulladik hatvanyt tehit azonosnak tekintjik az egységmatrixszal, az elsd hat-
viny megegyezik magéval a hatvinyozands métrixszal, az egynél nagyobb egész
kitevdjii hatvany pedig olyan szorzatot jelent, amelyben az alapul vett matrix
annyiszor szerepel tényezoként, ahdnyszor azt a kitevs mutatja,

Ha példaul



2D T wt BRI
0= o [ | -2 1 A
A métrixok hatvdnyozdsira adott meghatdrozds és a szorzds asszociativ

tulajdonsiga értelmében arz azonos alapu hatvinyok szorzatira érvényes a kom-
mutativitis, azaz

[
I
Il
o

Példaul:

2 2
8 &=’ mne T

Megjegyzések: a) a kvadratikus nullmatrix minden hatvinya nullmétrix, azaz

k

<

=8

I

b) az egységmitrixra pedig

E‘-E

azonosség érvényes, ahol k nem-negativ egész szdm.

A mitrixok szorzatinak értelmezésébdl kovetkezik, hogy egy nullméatrix-
t6l kiillonbz6 matrix hatvinya is lehet null-métrix,

Ha példiul
ple 245
B Sl 05 Dy
0 0
akkor
R0 w0 0-idi M Osar By 00 0
1
§°=010,§=001,é2=000és§=000
6 @ "1 B e 00 0



Az olyan métrixot, amely valameiy k kitev6 mellett kielégiti az

Af =9

egyenloséget, nilpotens matrixnak nevezzik.

E szerint a kvadratikus nullmétrix nilpotens, de nemecsak a nullméatri-
xok tartoznak a nilpotens métrixok halmazdhoz.

Erdekes megjegyezni, hogy a skaldraritmetikitol eltérden nemesak a null-
és egységmatrixok k-adik hatvinya lehet egyenld elsd hatvanyiaval. Igy példdul,
ha

1 1 kit 1 1

G ST S e
A= , akkor A = is fennall.
e Lodi
2 2 2 2

Ha valamely P mitrix eleget tesz a

2
P =P

kovetelménynek, akkor a P méitrixot projektor méitrixnak nevezzik.

E definiciébol kovetkezik, hogy az egységmaitrix is és a nullmitrix is
projektor matrix, '

1.3. Matrixpolinomok

A linedris algebriban fontos szerepet jitszanak az n-edrendii kvadratikus
" métrixok

; 2
b= bmegPiin g o

hatvdnyainak egymésutinja, illetve ezek linedris kombindciéja, amit a kévetke -
z0kben - a skaldrpolinomok mintijira - matrixpolinomként értelmeziink.
A



linedris kombindci6t az A matrix k-adfoku polinomjinak nevezzik, felté-
ve, hogy ° £ 01

A

Cor €10 tt 0 G

skaldrok a polinom egyiitthatéi.
Jeldlésére a p (A) szimbélumot haszniljuk.

Ha a p(A) méitrixpolinomban az A miatrixnak megfeleld szamtablizatot be-
helyettesitjilk, s a kijelslt miiveleteket elvégezziik, megkapjuk a matrixpolinom
helyettesitési értékét az A helyen.

Példdul a

pa)= -6A° + 54 + A%

métrixpolinom helyettesitési értéke az

1 3 8 18
&= helyen p(A) = :
2 0 12 0

Mivel a métrixpolinomok métrixot értelmeznek a mitrixokra definidlt 5sz—
szeadds és szorzds miiveletét ezekre is kiterjeszthetjilk. Legyen az A matrix-
nak két polinomja:

G oo 2 k
A) = e an e R
P &) =c A’+c A" +c A o A
és
Byl k) e B Raps e B
pz_ o e iy o ?"‘ 5

ahol ¢ >k és uE #40, o 0

E két polinom osszege nyilvin £ -edfoku polinom, azaz
Al = aeyat Sl
B, (4) ¥ p,(A) Sraga Ted oL PR

A két polinom szorzata pedig k + { -edfoku polinomot ad, azaz




o k+f
Bil)ce polA) = v S ASH i N R

Egy mértix hatvinyainak szorzatira vonatkozé kommutatitivitisi tételbol
kovetkezik, hogy két polinom szorzata fiiggetlen a tényez0k sorrendjétsl, azaz

P1(4) . Dy(A) = py(A) . p(A).

Ha példédul
py(4) =3 A% 24 +54°
és
o]
PyfA) = A + 4 A
akkor

3
D (4).,(A) = (3A° - 2A+5A)(A%+4) = 34° + 10A - 3a” + 20 A,

(o] 0 2 0 2 3
pz(é).p1(£)=(£+4é)(3é -2A+5A)=3A +10A - 3A +20A,
ahonnan valéban

Ennek alapjdnbelathaté, hogy ugyanazon maéatrixra értelmezett métrix-
polinomokra nézve az Gsszeadésra és szorzdsra tAmaszkodé &talakitisi szabd-
lyok megegyeznek a skaldrpolinomokra vonatkozé dtalakitdsi szabdlyokkal.

Ha a métrixpolinomban az A maitrix helyébe egy skalart irunk, akkor a
métrixpolinomhoz tartozé skaldrpolinomhoz jutunk.

Amennyiben a kérdéses skalart x-szel jeloljik, akkor a

0 1 2 k
PA) = c A’+e A +c, A +.to A

mitrixpolinomnak megfeleld skaldrpolinom

= SR aX e x2+ + xk
p(}-{)—c0 1 9 eeh O X



Az elmondottakbél kovetkezik, hogy ha a p(A) métrixpolinomhoz tartozo-
p(x) skaldrpolinomot a

p(x) = ck (x—xl) (x—xz). . .(x—xk)
osszefiiggésnek megfelelfen szorzattd tudjuk dtalakitani, akkor érvényes a

o] o o
PAY=¢ (A -x A)@A-xA) . A-5A)

osszefiiggés is.
Tekintsiik példaul a

pA) = -24A° + 2A + 2 A

mitrixpolinomot. Ennek a

p(}<;)=-24+2x+2x2

skaldrpolinom felel meg, ami
p(x) = 2(x - 3) (x + 4)
alakban is felirhaté. Ebbdl viszont kovetkezik, hogy
0 o
PA) = 2 (A-3A7) A +44")

A mitrixpolinomnak megfeleld skaldrpolinom felirdsdnil iigyelni kell a
nulladfoku tag felirdsira.

Ha egy matrixpolinom egyiitthatéi adottak, akkor felmeriilhet az a kérdés,
milyen métrix behelyettesitése révén ad ez a polinom nullmétrixot. Ezzel a kér-
déssel nem foglalkozunk behatébban. Itt csupin annyit emlitiink meg, ha
p(A) = 0, akkor azt mondjuk, hogy az A matrix kielégiti a p(x) = 0 egyenletnek
megfeleld p(A) = 0 egyenletet.

Példdul, ha

pA) = 24 A°+2A+2A°

£

a szébanforgé matrixpolinom, akkor kozvetlen szdmoldssal meggyozodhetiink,
hogy az



é =
0 -4
miétrixra p(A) = 0, ugyanis
3 0 ’ 3 0 : 3 0 :
p(A)=-24 + 2 155 =
0 Lt 0 -4
I ES ) 3 0 9 0 0 0
= 24 + 2 + 2 - :
0.5l i ad 0. 186 0 0

Itt a p(A) = 0 egyenletet kielégitd A mitrix diagonalis martix, amelynek
diagondlis elemei a métrix-polinomnak megfeleld p(x) skalarpolinom gyokei

(vagyis a p(x) = -24 + 2x+2 x2 = 2(x-3) (x+4) polinom az x = 3 és x = -4 helyen
nulldvi valik!)

E szerint a p(A) = 0 feltételt minden olyan diagonilis métrix kielégiti,
amelynek a diagonilis elemei megegyeznek a megfeleld skaldrpolinom gyskei-
vel. 5

1.4. Szamolas blokkokra bontott matrixokkal

A maitrixok particionilasanal emlitettiik, hogy a fogalom bevezetése sok
esetben leegyszeriisiti a tdrgyalasmédot. Ezt tikkrszi a blokkokra bontott
matrixokkal valé szdmolds is,

A blokkokra bontott méatrixokra nézve az eddig megismert miiveleti szabd-
lyok azzal a kiegészitéssel érvényesiilnek, hogy a megfeleld blokkok kozstt a
torténetesen elvégzendd miiveletek értelmezve legyenek.

Az elmondottak megvildgitdsara tekintsiik a kbvetkezd két méatrixot, amely-
nek mindegyike négy blokkot tartalmaz: :

A
Ay —"’»‘12] !511 By
L B
201 A5 | Bay - Bog

AR



Az A és B particionilt métrixok &sszege csak akkor van értelmezve, ha
az éij és Eij méitrixok rendre azonos tipusuak. Ez esetben

TRy e R

I>
¥

1w
Il

Boge T iy Mase sy

Az A és B particiondlt mitrixok esetén a szorzis csak abban az esetben
van értelmezve, ha a szorzdsra adott definicié szerint eldillitott elemekben a
kijelslt miiveletek elvégezhetSk, vagyis az

S By tlyo B Sl B MB B

=
It
1

Bop naByy Hidiog Bugh o AgmBsitaiGy < B,

- szorzatbhan pl. az

A 80 T2 By

blokkot tekintve
a)fx_ll oszlopainak szdma megegyezik Ell sorainak szdmdval, azaz az

AL B, , szorzat értelmezve van,

b) hasonléképpen az A 19+ By, szorzat is eloallithats, tovabbd

B, S ii By szorzatok azonos tipusuak s igy sszegezhetdk.

E feltételek teljesiilését blokkonként ellendrizve, ha azok teljesiilnek, a
szorzis elvégezhetd blokkokra bontott matrixok esetén.
Példaként tekintsiik az alabbi particiondlt matrixokat:

c) az éll

5 4 g e 0
1
3 0 B R ) it
5y 2o i
L 5 0L el flee 0
c2y FT RS s e
é21522 el | 1 : e 50
0 0 (A e 1
L | )




]'1 TR 1
I
-}:)’11 512 0 i : 1 0 P
|
Bis L b o s e
i
291 =22  WRATS" O 86 o 1
|
0 1 : 0 2 0

Mind az A, mind a B matrix 5.5 tipusu matrix, amelyek mmdeg‘vlke négy
blokkot tartalmaz
A blokkokra bontott mé4rtixokra figyeljikk meg, hogy

a) az Osszeadds az igy particiondlt matrixok kozétt nincs értelmezve, mert

pl. a 3.3-as tipusu A11 blokkhoz nem adhaté hozzd a 3. 2-es tipusu B11

blokk, jéllehet az A + B sszeadds, ha magit az egész szamté.blazatot
tekintjiik, elvégezheto,

b) az A . B szorzat az igy particionilt formaban értelmezve van, mert a
blokkokra kijelslt miiveletek a kivant formédban elvégezhetSk, ugyanis:

Eoahl Sl L By B e [1 0} 1. 4
A-BHA LB =38 0 -6].]0 b+ |z 1 0 1._ e

07 T 5|0 0 8 0 . 8 4

e - = = R T
(5 4 =3[t 01 5 0 1820,
T T

AB A B,= |3 0 6|1 o of ]2 1 .[0 3 oJ =l i e

iy 5] |1 0 1J 8 oj 1970 13

[1 1 1] "1 0] - : o
Ay Bt B, W S e R

0 0 0 1 il 0 1 T

L - = = L

A
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1
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0
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!
I
I
I
|
|
I
|
I
I
I

1

0 +[1
1

i

16,0
-1 2
17 0
)
Bt

T e

13

3

i

A megoldds helyességét ellenorlzhet]uk azzal, hogy a szorzist blokkokra
valé felbontds nélkiil is elvégezziik. .

Az elmondottak értelemszeriien kiterjeszthetSk arra az esetre is, amikor
az adott matrixokat négynél tobb blokkra bontjuk fel.

A szdmolds blokkokra bontott méitrixok esetén igen egyszeriivé vilik, ha
a blokkokban specidlis mitrixok vannak.

Tekintsiik pl. az aldbbi maitrixokat:

S e

g 8 _1:
=10 0 1E
|

0 0 e

Képezziik ezek szorzatit:

; 0 0
|
| LI
0 0
B oia

el =11 —22° —21

oo o

ot L

[ i

QL O

e

(¢
7]
lov}
Il

B
é11."‘12

i Sl e
I
NN R
g o0l
Doty Lo -
R
|
14 e;0 o
5 2
Ay By m1 8 L
3 1
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A blokkokra bontott matrixok hatvényait a szorzdsra mondottak figyelem -
bevételével értelmezhetjik. Igy az el8bb felirt A matrix négyzete:

A A A A

211, 212 211 212
o ; ¥
A Ayl Ay 4y
ahol
A Ad o & e
2110 211 7212 201 T 2y
e R
Bgy - By tAy, - Ay =0
A Al R Wt
=921 ' =12 =22 " =22 =33
vagyis
[l sts [0 0
|
0 9 S )
2 I
R bg o e
ol T e e
0 0 B0 0
|
¢ |
00080 861080

=N

Mivel a blokkokra bontott métrix diagondlis blokkjain kiviili blokkok zérus
blokkok voltak, a szorzds nagyon leegyszeriisoddtt, 1ényegében a diagonilis blok-
kokat kellett a megfeleld hatvinyra emelni.



3.6 Determinansok

A K szamtest felett értelmezett (n -n)-es A matrixok halmazinak a K szamtest-
be val6 egyik lehetséges leképezését determindnsnak nevezziik.

A leképezést igy definialjuk:

minden (n-n)-es matrixnak megfeleltethetiink egy n-ed rendili determindnsnak
nevezett n! tagbol dllo algebrai ésszeget, amelynek tagjai a mdtrix elemeibl kép-
zett dsszes lehetséges n tényezés szorzatok. A tagok tényezéi kézétt a mdtrix min-
den sordbdl és minden oszlopdbél egy-egy elem szerepel. A tagok eldjele pozitiv, ha
a kivalasztott elemek sor- és oszlopindexei pdros permutdciot (a permutdcidhan az
elézések szdma pdros) alkotnak és negativ az ellenkezé esetben.

oo



Az (n-n)-es

Aip Qg --0 Gyp
A= dzy djza day
ayy Qy2 Ay

matrix determinansanak jelolésére az

Ayp Gy --- Gy

. azl azl e az
|A|, illetve az " (85)

anl Auz oo Qyy

szimbolumot hasznaljuk. Szokéasos még a det (A) jeldlés is.

Az A matrix determinansanak megfeleld Osszeg felirasat megkonnyiti az a
megallapodas, hogy a sorokbél az 1, 2,..., n sorrendben torténik az elemek kiva-
lasztasa, az oszlopokbol pedig az n elem &sszes lehetséges permutacidinak megfe-
leléen. Ez esetben csak az oszlopindexekben eléforduléd elézések szamat kell
meghatarozni, abbél mar megéllapithato a kérdéses tag elGjele. Eszerint

JA] =Y (= 1) 40,020, - O (86)

ahol 4 az 1,2, ..., n elemek o, ... a, permutaciéjaban az elézések (inverziok)
szamat jelenti. Az Osszeg n ! tagbol all, ahany lehetséges permutécidja van az
1,2, ..., n elemeknek.

n= 1 esetén, azaz egy elembdl 4116 matrixokra, a determinans egyenld magaval

az elemmel.
ayp gz
A=
a1 dzz

n=2 esetén az
matrixnak megfelelé determinans
|A| = ay1a:,—a,,a,,

21=2 tagbdl all6 osszeg, amelyben az elsd tag el6jele pozitiv (az oszlopindexek
permutacidjaban az el6zések szama 0), a masodik tag el6jele negativ (az oszlop-

n=3 esetén az
Ay Gy ay3
A=|ay ay; ay
d3y; d3z daz

matrixnak megfeleld determinans 3 ! =6 tagbdl all6 Osszeg.
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ayy Qy2 Ay
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Ayp Gy --- Gy
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anl Auz oo Qyy

szimbolumot hasznaljuk. Szokéasos még a det (A) jeldlés is.

Az A matrix determinansanak megfeleld Osszeg felirasat megkonnyiti az a
megallapodas, hogy a sorokbél az 1, 2,..., n sorrendben torténik az elemek kiva-
lasztasa, az oszlopokbol pedig az n elem &sszes lehetséges permutacidinak megfe-
leléen. Ez esetben csak az oszlopindexekben eléforduléd elézések szamat kell
meghatarozni, abbél mar megéllapithato a kérdéses tag elGjele. Eszerint

JA] =Y (= 1) 40,020, - O (86)

ahol 4 az 1,2, ..., n elemek o, ... a, permutaciéjaban az elézések (inverziok)
szamat jelenti. Az Osszeg n ! tagbol all, ahany lehetséges permutécidja van az
1,2, ..., n elemeknek.

n= 1 esetén, azaz egy elembdl 4116 matrixokra, a determinans egyenld magaval

az elemmel.
ayp gz
A=
a1 dzz

n=2 esetén az
matrixnak megfelelé determinans
|A| = ay1a:,—a,,a,,

21=2 tagbdl all6 osszeg, amelyben az elsd tag el6jele pozitiv (az oszlopindexek
permutacidjaban az el6zések szama 0), a masodik tag el6jele negativ (az oszlop-

n=3 esetén az
Ay Gy ay3
A=|ay ay; ay
d3y; d3z daz

matrixnak megfeleld determinans 3 ! =6 tagbdl all6 Osszeg.



A tételbdl kdvetkezik, hogy minden, a determinans soraira mondott allitas ér-
vényes az oszlopaira is és megforditva. A determinansban igy a sorok és oszlo-
pok egyenrangiak.

2. Ha egy determindns egyik sora csupa zérus, akkor a determindns értéke is
zérus.

Bizonyitas. Legyen a determinans i-edik soranak minden eleme zérus. A deter-
minans minden tagjaban szerepel egy tényezé az i-edik sorbdl, ezért a determi-
nans minden tagja és igy ezek Osszege is zérus.

3. Ha egy determindns két sordt felcseréljiik, akkor a determindns eléjelet vdlt.

Bizonyitas. Legyen

Z ( - 1)!a1-11a211 s Uiy - gy e - Ay,

az eredeti determinans értéke. Ha az i-edik és j-edik sort a determinansban fel-
cseréljiik és az Osszeg képzését az el6z6vel azonos modon végezziik, akkor

3Nt T DO S S

dsszegben a sorindexekben végrehajtott egyetlen transzpozicié miatt az eldjel el-
lenkezdjére fordul.

4. Ha egy determindanshan két sor elemenként megegvezik, akkor a determindns
értéke zérus.

Bizonyitas. Cseréljiik fel az azonos sorokat. Az el6z4 tétel szerint ekkor a de-
terminans el6jele megvaltozik. A két sor megegyezése miatt azonban a determi-
néns valtozatlan. Igy

|A] = —]A].

Innen kovetkezik, hogy |A|=0.
5. Ha egy determindans valamely sordnak minden egyes elemét megszorozzuk
A-val, akkor a determindns értéke is szorzodik A-val.
Bizonyitas. Legyen
IAl = Z (g I)jalmaZzz v Qg e gy,

az eredeti determinans értéke. Mivel a determinians minden tagjaban szerepel
minden sorbol és minden oszlopbol egy elem tényezdként, ezért a szorzas utani
determinans, ha annak i-edik sorat szoroztuk A-val:

Z('— l)jalmahz $isle Ral’ai e Uy,

alakd. Eszerint a 4 az Gsszeg minden tagjiban szorzotényezd, igy kiemelhetd:

A Z (_ ])falalakaz coeOigy - Oy

és ez éppen
A]Al,

ahogy allitottuk.



A tételbdl kovetkezik, ha az | A| determinans-minden elemét A-val szorozzuk,
akkor a determinans értéke A"-szeresére valtozik, azaz

|AA| = A"|A].

6. Az egymdssal ardnyos sorokat tartalmazé determindns értéke zérus.

Bizonyitas. Legyenek az | A| determinans i-edik soranak elemei a J-edik (i)
sor elemeinek A-szorosai. Ha ezt a 1 tényezét kiemeljiik a determinans i-edik so-
rabol, akkor olyan determinanst kapunk, amelyben két sor azonos. Innen mar
kovetkezik, hogy |A|=0.

1. Ha egy determindns i-edik sordnak minden eleme két tag dsszegeként dll eld,
azaz

ay=az+a; (i=12,..,n),

akkor a determindns egyenld két determindns osszegével, melyekben az i-edik sor
kivételével az dsszes tobbi azonos az adott determindns megfelelé sordval, az i-edik
sor pedig az egyik ésszeadanddban az a;;, a mdsikban pedig az a;; elemekbél dll.

Bizonyitas. Legyen | A | a tétel szerinti determinans, akkor a tétel allitasa a ko-
vetkez&képpen irhato:

dyy aj, cee Ay
as, azs ™
IA, = :J 1" :f " :l' r =
a4y tay ap+a; ... a,+a
anl anZ arm
Ay dyp ... g, A1 Ay ... 4y,
Q21 dza -.. 4y, A3y Gz ... Ay,
— Il 4
’ ’ ’ rr rr rr
iy Qg ... Gy @Gy Gy ... Gy
anl anz ann anl anZ arm

Az egyenlSség bal oldalan levé determinans értéke

Z (_ 1).}‘a111 aZaz' ¥ (alf'au g a::r.) ¥ 'amz..

alaki, amely a beszorzas és rendezés utin
K ; W "
Z (_ 1) P P az{a. ¥ "ana..+2(_ 1) Ayg @y, by,

kifejezést adja. Ez a két Gsszeg pedig éppen a fenti egyenlSség jobb oldalan 4ll6
két determinans. Ezzel allitasunkat bizonyitottuk.



8. Ha egy determindns valamelyik sora két mdsik sordnak linedris kombindcidja,
akkor a determinans értéke zérus.

Bizonyitas. Legyen az A-ban a determinans i-edik sora a j-edik és a k-adik sor
linearis kombinacidja, azaz

ayy i oo g

di—q 4 iy 2 s G g
aay +Pay,  wa,+fay, ... aa,+fa,
Aivq 1 Aivq 2 v iy oy
ajl ajz CECECS aj"

Ay 2 s Oy

’anl anZ ann

Ez az el6z6 tétel szerint felirhato két determinans dsszegeként:

dyy aiz I S T Ay dya ces 8ip
di—11 Qj—12 i p Ai-11 Gj—12 Qi—1n
%djq aaj; od Bay, Bayz Bagy

- _|_ .

ajl ﬂjz a]-,, ajl ajz aj"
3 ) Ay gy Qg2 gy
a1 (455 Ay ayq Ay Ay

Mind a két tag i-edik sorabol kiemelve a megfeleld szorzot:

ayy 12 cee Gy 1y ay2 s gy
di—11 Gi—1 2 Qi—1n di-11 Gi-12 Ai—1n
ajy Ajs Qjy Ay q (%) Qe

ol - +ﬁ .
an i Ajn “n Gy Ajn
iy %) Ay iy %) gn
Ay aya (47 ayy (%) Ay

adodik. A 4. tulajdonsag szerint mind a két determinans értéke zérus.



Ezzel allitasunkat igazoltuk.

Az allitas kiterjeszthetd arra az esetre is, amelyben a determinéns valamelyik
sora Osszes tobbi soranak linearis kombinacioja.

9. A determindns értéke nem vdltozik meg, ha valamely sordnak minden eleméhez
hozzdadjuk egy masik sora megfelelé elemeinek i-szorosdt.

Bizonyitas. Az |A|-nak i-edik sorahoz adjuk hozza a k-adik sor i-szorosat,
azaz irjuk fel az

‘.711 a3 ™
c‘zﬂ +Aay ap+iag ... a,+ia,,
‘:Ik] ) cee Uiy
&,,1 a,, -

determinanst. Ez az el6z8 tételek alapjan felbonthato két tag Osszegére:

Qi Gy ... ay, Ay Gyp ... Gy,
G Gz - Gy Ay, Aay, ... A,
. )

gy Gy -.. Gy, Qep Gy .. 4y,
T Ay py Ay oo 4y,

ahol a masodik tagban a A kiemelése utan két azonos sor van, ezért értéke zérus.
Igy allitasunkat bizonyitottuk.

A 9. tétel altalanositasa: a determinans értéke nem valtozik, ha valamely sora-
hoz hozzaadjuk a tébbi sor tetszéleges kombinaciojat.

10. Két (n-n)-es mdtrix szorzatdnak determindnsa megeqgyezik a tényezék de-
terminansdnak szorzatdval.

Jelekben: |AB| = |A| |B|.

Az allitas helyessége az el6z6 tételek felhasznalasaval bizonyithato.

n=2 esetén a tételt igy igazoljuk: legyen

A=I:'an alel B B=I:bu b12}
dy; dpy by, by

AB=[allbll+a12b21 allb12+a12b22:l
ay1by; +ay, by ay1byy+ay,b,,

adott, akkor az

matrix determinansa a 3., a 4., az 5. és a 7. tétel felhasznalasa utan igy irhaté.



|AB| = ayybyy  aysby, ay2byy ay,by,
azibyy  ayhy, az2byy  azybyy
aybyy ayyby,y Aybyy  aypby,
_i._ —
ay;by, ay:by, dyzby1  Gy3b,,
Gyy dyy @12 Ay
= byibyy +byy by, +
21 431 3z 4y
ayy ay, dia 4y
+by1by, +b;1b;,
21 Qa3 22 Qa3
a a a a
11 12 11 12
= (bubzz_bmbzl) =
Qpy dyy 21 3
= |A| |Bl1

ahogy allitottuk.




2. A linearis térrol

2.1. Az n-elemi vektorok halmaza

A kovetkezdkben a specidlis matrixok kézt bevezetett n-elemii vektorokkal
foglalkozunk. :

Mivel egy vektor komponensei barmely valés értéket felvehetnek, nyilvan-
valé, hogy végtelen sok n-elemii vektor van. Ezek szerint az n elemii vektorok
osszessége végtelen halmaz.

Az n-elemii vektorok halmazit a kiévetkezdSkben LIl szimbélummal jelsljik,

ahol n a vektorok komponenseinek szdmira utal.
A halmazokrél tanultak szerint ha

aglL,

n

akkor az a egy n-elemii vektort jel'enf. :
Az elGzbekben megismert 6sszefiiggések alapjan az Ln halmaz az aldbbi
tulajdonsdgokkal rendelkezik:

a) Az Ln halmaz elemei kozott értelmezve van mind az 6sszeadds, mind
pedig a skaldrral valé szorzds miivelete.

Ez annyit jelent, hogy két n-elemii vektor dsszege, n-elemii vektornak barmely
skaldrral alkotott szorzata ugyancsak n-elemii vektort ad eredményiil.

A most megfogalmazott két allitdst matematikai szimbélumokkal igy rog-
zithetjik:

2,)8,EL = a +3, EL

3 €L = Aa€L.

Ezekhdl az is kovetkezik, hogy az Ln elemeinek barmely linedris kombi-

niaciéja ugyancsak eleme az Ln halmaznak, amit réviden igy irhatunk fel:

gl b A a R
= ] S

2=2 k

E _a_tz,...,gke Ln-——>?\.l a + A



b) Az n-elemii vektorok dsszeaddsdra és skalirral valé szorzdsira érvé-
nyes mind a kommutativitis

mind az asszociativitis, mind pedig a
disztributivitds.

Kozelebbrdl vizsgilva ezeket a tulajdonsdgokat ez azt jelenti, hogy a tet-
szolegesen kivdlasztott

2 2y E3 € Ln

vektorokra nézve érvényesek az alabbi reldcidk:.

kommutativitas

(8, +a,) +a, =2, + @, +3,)

asszociativitis
oc(Ra)) = (xp)a,
(¢ +@) a =oa +fa
disztributivitas
06(51 +32) =oc§,1 + ocg2

c) Az Ln-nek van nulla eleme is: az n-elemii nullvektor, amelyre nézve
barmely EIE Ln vektor esetén érvényes az

azonossag.
d) Minden 516 L elem eleget tesz az
13’1 +(_l)31 :9
egyenldségnek, vagyis az I, halmaz birmely eleméhez tartalmazza an-
nak ellentett ét. ;3 i

Ha a fenti tulajdonsdgokat tekintjik, konnyii beldtni, hogy ezeknek nemcsak
- az n-elemii vektorok tesznek eleget, hanem pl. az n-edrendii méitrixok is.



E kbzbs tulajdonsigok teljesitésének kifejezésére uj fogalmat, a line4ris tér
fogalmit vezetjiik be.

Valamely adott I halmazt linedris térnek nevez iink, ha azokra a kivetke-
z0 feltételek teljesiilnek:

a) Az L halmaz elemei kizétt értelmezve van mind az Gsszeadds, mind a
skaldrral valé szorzds miivelete.

b) Az L-ben értelmezett két miivelet rendelkezik mind a kommutativitis,
mind az asszociativitds, mind pedig a disztributivitds tulajdonsdgdval.

¢) Az L halmaznak van olyan null eleme, amelyet az L halmaz barmely
eleméhez hozzdadva, azt valtozatlanul hagyija.

d) Az Lhalmaz birmely eleméhez az L halmaznak van olyan eleme, amely-
Tre ezek Osszege a null elemet adja,vagyis az L halmaz minden elemé-
nek van ellentettje. - '

Példédk a linedris térre:
a) az n-elemii vektorok halmaza,
b) az n-edrendii kvadratikus métrixok halmaza
¢) az azonos tipusu pl. m.n-es méitrixok Usszessége sth.

A kovetkez8kben nem kivanjuk teljes dltaldnossdgukban vizsgilni a lined -
ris tereket, csupin az n-elemii vektorok terére irédnyitjuk figyelmiinket, mert
annak ismerete elégséges szdmunkra a gazdaségi problémak vizsgalatihoz.

Az n-elemii vektorok Ln linedris terével kapcsolatban n értékéts] fiiggfen
beszéliink az egy-elemii vektorok linedris terérdl, az L1 linedris térrdl, a két-
elemii vektorok L2 linedris terérdl sth. Az Ll linedris tér nem més, mint a va-

16s szimok halmaza, amit szokds a szdmegyenes pontjaival szemléltetni, Ilyen
"geometriai megfeleltetés" lehetséges az L2 linedris térre is, amelyet a sik

pontjai reprezentilhatnak, vagy az L3 linedris térre, amelyet a mindennapi sz6-

hasznélat szerinti pontok szemléltethetnek. Mivel a tbbelemil vektorok ilyen
értelmii dbrdzoldsa lehetetlen, lathat6, hogy az n-elemii vektorok linedris teré-
nél a "tér'" kifejezés csupdn 4tvitt értelemben hasznilatos,

A linedris térrel kapcsolathan bevezetjikk az "altér" fogalmst, -

Ha az n-elemii vektorok Ln linedris terébdl az

TR N

vektorokat kiemeljlik és azok tsszes lehetséges

x 8. +x

Lty tgeg o A

o




linedris kombindcigit tekintjiikk, ahol xl, Xz’ s

mét n-elemii vektorok végtelen halmazit nyerjikk. E halmazt L’ -vel jelsljiik
és az L linedris tér alterének nevezzik.

xk valés szdmok, is-

Az L’ halmaz egyszeriibb leirisira az 2, 2, s Ek vektorokat tekint-

silkk egy A métrix oszlopvektorainak, vagyis:

L =lnnp o i

az Xis Koy nny X skaldrokat pedig egy x vektor komponenseinek,
Igy az

Ax=s

kifejezés éppen az a5, _2, iy ﬂ“k vektorok linedris kombinici6t szimbélizé.l-

ja. Az dsszes lehetséges s vektor alkotta L’ halmazt ezek szerint a kiovetkezd
forméban irhatjuk:

v={sm=4x},

s igy olvassuk: az 1.’ mindazon g vektorok halmazit jelenti, amelyek az A mat-
rix oszlopvektorainak dsszes lehetséges linedris kombindciéival dllithaték eld.
(Egy-egy halmaz definifléséra . a kés8bbiekben is gyakran fogunk ehhez hason-
16 irdsmédhoz folyamodni. A jelslésnél elSszor feltiintetjilk a halmaz elemeinek
dltaldnos szimb6lumét, azutdn fiigg6leges vondst huzunk, és végiil megadjuk a
halmaz elemeinek képzési mo6djat. )

1. Tétel: Az 1’ altér részhalmaza az Ln linedris térnek, vagyis L’ C Ln'

Bizonyitds: Az 4llitds szerint az L’ halmaz minden eleme egyuttal eleme az
‘ Ln linedris térnek is. Az I..n-re adott definicié alapjdn, ha

313 Eﬁs #esy _akeLn:

akkor

8 =x al-t-x a +. +xk§’keL

is fenndll, ami éppen a tételt bizonyitja.



2. Tétel: Az L’ altér onmagiban is linearis teret képez.

Bizonyitis: Annak beldtdsdra, hogy L’ altér lineiris tér, ki kell mutatnunk,
hogy L’ halmazra teljesiilnek a linedris térre kikotitt feltételek.
E véghal

a) legyen 5 és 8, két tetszdleges eleme az L’ -nek, azaz teljesiiljon az
5, 8, € L’ feltétel. E feltétel szerint taldlhaté olyan X és X, vek-

tor, amelyre nézve

ill.

Tl X A AR )

ami azt jelenti, hogy
+ ol
8 BEL
Méasrészt
o5 T X@AxX)=A(xX),
ami szerint
s E L

Igy az L’ halmaz elemei kozott értelmezve van mind az tsszeadds, mind
pedig a skaldrral valé szorzis.

b) Abbéla ténybdl, hogy L’ részhalmaza L -nek, kovetkezik, hogy az L’
vektorainak Gsszegére és skaldrral valg" szorzatdra nézve érvényes a
kommutativitis, az asszociativitds és a disztributivitis.

¢) S mivel x = 0 esetén

Br = AR O0R 0T

viligos, hogy az L’ is tartalmaz nullelemet, azaz o € L’



! s = P i s e s rU el
|t i e

d) Végil pedig birmely s EL’ vektorra nézve érvényes az

1.5=1Ax=(1A).x=Ax=5,

azaz

Fege
illetve

R
kikotés is.

Mindezekbdl 14thaté, hogy az L’ valéban eleget tesz a linedris térrel szem-
ben tdmasztott négy kovetelménynek Az 1.’ tér tebit valéban linedris tér.

Az L't az 8,5 8oy .o » By vektorok 4ltal kifeszitett (vagy generilt) al-

| térnek is szoktuk nevezni

Megjegyzések:

a) Ha az 2,2 By ceny Ek vektorok 4ltal meghatdrozott A métrix nullmétrix,
akkor az L’ egyetlen vektort tartalmaz, a nullvektort. Ezt igy jeloljiik:

T = {g}

Az igy nyert altér az un. zérusaltér. A zérus-alteret nem valédi altér-
nek tekintjiik.

b) Nem valédi altérrdl beszéliink akkor is, ha az L minden vektora L’ -
nek is vektora és megforditva.

c)Az L’ az L valédi alterének hivjuk ha az L’ olyan linedris tér,
amelyre nézve
L C Tt
n

de
L FL 6 L' ¢ {0} .

d) Az L’ mindig részhalmaza L_-nek, de L -nek nem minden részhalma-
za altér.

e) Az L’ altér generildsfinak nem egyetlen médja az itt adott eljiris,
Ezek utén tekintsilk pl. az L3 linedris teret, a hirom-elemii veltorok te—

- 85 =



1. Példa: Hatirozzuk megaze , e, € L, vektorok 4ltal generilt alteret. A

generilé vektorokhoz tartozé A métrix

i 0
= 1
[ 9—2] . :
y 0 0 .
igy
1 0 x &
s ; 0 1 xl = xl ,
0 0 : 2
0
ahonnan

L' ={s|s-ax]}.

Az L’, teh4t mindazon hirom-elemii vektorokat tartalmazza, amelyek
harmadik komponense zérus. :
*
2. Példa: Hatarozzuk meg az e, = {1, 0] vektor 4ltal kifeszitett alteret!

Mivel az alteret generdlé métrix itt egyetlen oszlopot tartalmaz, az
L’ altér elemeit az s = x e, vektorok képezik, amelyeknek masodik

: ~ és barmadik komponense zérus.
Emlitettiik, hogy az I.,3 tér vektorait a kbzionséges értelemben vett tér pontjai
szemléltethetik. Igy az

2 =[a. 2, 2"

vektor geometriai képét a térbeli koordinita -rendszer felvétele esetén a kivetke-
z6 médon Gbrizolhatjuk:




1. Példa: Hatirozzuk megaze , e, € L, vektorok 4ltal generilt alteret. A

generilé vektorokhoz tartozé A métrix

i 0
= 1
[ 9—2] . :
y 0 0 .
igy
1 0 x &
s ; 0 1 xl = xl ,
0 0 : 2
0
ahonnan

L' ={s|s-ax]}.

Az L’, teh4t mindazon hirom-elemii vektorokat tartalmazza, amelyek
harmadik komponense zérus. :
*
2. Példa: Hatarozzuk meg az e, = {1, 0] vektor 4ltal kifeszitett alteret!

Mivel az alteret generdlé métrix itt egyetlen oszlopot tartalmaz, az
L’ altér elemeit az s = x e, vektorok képezik, amelyeknek masodik

: ~ és barmadik komponense zérus.
Emlitettiik, hogy az I.,3 tér vektorait a kbzionséges értelemben vett tér pontjai
szemléltethetik. Igy az

2 =[a. 2, 2"

vektor geometriai képét a térbeli koordinita -rendszer felvétele esetén a kivetke-
z6 médon Gbrizolhatjuk:







Igy az 1, példiban meghatérozott altér minden vektordnak megfeleld pont
is az X X sikban fekszik.

Amenny1ben olyan a vektort tekintiink, amelynek mésodik, harmadik kom-
ponense zérus, azaz az

Al [al, 0,_ 0]*

vektort, akkor dbra nélkiil is beldthat6, hogy a neki megfeleld pont az Xl tenge-

lyen helyezkedik el. Ennek megfelelden a 2, példiban vizsgilt altér vektorainak
megfelel§ pontok az Xl tengely pontjai.

Mivel n > 3 esetén a vektorok ilyen értelmii dbrizoldsa lehetetlen, a ké-
sobbiekben nem is toreksziink a szemléltetésre.
Az Ln linedris teret egyébként az L’ altérre nézve bedgyazé térnek is szok-

tuk nevezni, mig az 1.’ bedgyazott altér az Ln—re nézve. Persze maga a beé.g‘yé.—

z6 tér is lehet altere, még pedig valédi altere is egy harmadik linedris térnek.
Amijkor tehét altérrdl beszéliink, valéjdban mindig eleve feltételeziink egy bed-
gyazb linedris teret.

Az al. a 2y - a.k € L vektorok 4ltal kifeszitett alteret

L= {s]ls=4ax]

definiciéval adtuk meg. Konnyen észrevehetjikk, hogy ezen "vektorok rendsze-

re"l egyidejilleg még egy alteret generil még pedig a vektorekhoz tartozé méat-
rix sorvektorai 4ltal kifeszitett alteret, amit igy definidlunk:

= {r| =54},

~ ahol 1* vektor komponensei is tetszésszerinti valésszimok.
Ezek szerint valamely adott A métrixszal kapcsolatban mindig két altér-
rol beszélhetiink:

az oszlopvektorok 4ltal generslt altérrdl
és a sorvektorok 4ltal generilt altérrdl.

Az els6t az A métrix oszlopvektorterének, a mésodikat pedig az A métrix
sorvektorterének nevezzik.

t Vektorrendszeren mi mindig valamely, linedris tér vektorainak véges
halmazéit fogjuk érteni.



2.9. A lineéris figgetlenség

Mint 18ttuk, adott vektorok linedris kombindciéi fontos szerepet téltenek
be az n-elemii vektorok terében. Az altérre adott definicié szerint, az alteret
generals vektorok linedris kombindciéi kozott a nullvektor mindig szerepel. Ha
ugyanis mindegyik vektort o skaldrral szorozzuk meg, eredményiil biztosan a
nullvektort nyerjilk. A nullvektor el84llitisinak ezt a kézenfekvd modjat trivid-
lis el&4llitdsnak fogjuk nevezni. Ezzel kapcsolatban két esetet kiilonboztethetiink
meg. Az egylk esetben a nullvektor elddllitdsira csakis a trividlis lehet8ség
‘411 rendelkezésiinkre; a misik esetben pedig a nullvektor elddllitdsira a tri-
vidlis lehetdségen kiviil m4s lehetdség is van.

Példdul az

linedris kombindciét vizsgilva, dllapitsuk meg, hogy milyen (xl, xz) értékpir
mellett szolgdltathat ez nullvektort, vagyis

A nullvektor el§allitdsdra tehdt most csakis a trividlis lehetdség 411 ren-
delkezésiinkre.
Ha azonban az



5 U 2

=1 - ot
2 x:l sz : X + 2x2

vektorhoz vezet, mar nemcsak a trividlis megolddssal nyerhetiink nullvektort.
Mivel a kapott vektor elsG komponense a mésodik komponens "-2"- -szerese, azért

ez a lineéris kombindcié minden olyan esetben nullvektort ad, amikor teljesiil
a

. -x1+2x2=0

egvenloség Ennek az egyenletnek azonban végtelen sok megolddsa van. A trivi4-

lison kiviil m4s lehetoség is van a nullvektor eldillitdsira. Ilyen megold4s pl.
az X, =8 és Xy = 4, amelyekre a kérdéses linedris kombinici6 valéban null-

vektort ad.

Ennek beldtdsa alapjin bevezetjikk a linedrisan fiiggetlen vektorok fogal-
mét. : :

Az L line4ris tér 810 85 00ey gk vektorait linedrisan fiiggetlen vektorok-
nak-Evezzuk, ha lineiris kombindciéjuk révén a nullvektort csakis a tri-
vidlls médon tudjuk eldillitani.

Ezt a meghatirozéist igy is megfogalmazhatjuk: az

20 B - - i By

vektorokat linedrisan fiiggetlen vektoroknak nevezzik, ha az

Bpdag T 3y T e R e S

egyenlet akkor és csak akkor 4llhat fenn, ha az



feltétel teljesiil. Ha az al, 2y, e Ek vektorok csak zérus skaldr szorzo6kkal
képzett linedris kombindciéval 4llitjak el a nullvektort, az BBy Ek vek-

torok linedrisan fiiggetlen rendszert képeznek, ellenkezd esetben azt mondjuk,
hogy az adott vektorok linedrisan fiiggd rendszert alkotnak.
Az adott definici6é szerint a vizsgilt

fr.490: - o [0,.1]

vektorok linedrisan fiiggetlen rendszert alkotnak, é.

[ 2, ] eaidi-ti 2]

vektorok pedig linedrisan fiiggd vektorok.
A toy4bbiakban az L valamely a a, 32, e

ghlatinal els8dleges lesz annak eldontése hogy a kérdéses vektorok linedrisan
fliggetlenek-e vagy nem.

A bevezetett uj fogalommal kapcsolatban tekintsiik a kovetkezd dllitdsokat:

gi{ vektorrendszerének vizs-

1. Tétel: Ha az 2,42 Boy coen By vektorok kozétt a nullvektor is szerepel, akkor

ezek a vektorok linedrisan fiiggd rendszert a'lkotna'k.

Bizonyitds: Ha torténetesen az a = 0, akkor az

Igy az adott vektorok nem lehetnek linedrisan fiiggetlen vektorok. Az alli-

- tast ugyls megfogalmazhatjuk, hogy linedrisan fiiggetlen vektorok kozott a

nullvektor nem szerepelhet,

2. Tétel: Linedrisan fiiggetlen vektorok minden nem-iires részhalmaza ugyan- '
csak linedrisan fiiggetlen rendszert alkot.

Az 4llitds helyességét indirekt biz_oriyit%issal lathatjuk be.



Feltesszik, hogy az 2,2 - gk linedrisan fiiggetlen vektorok koziil egyiket _

5t

pl. az 2, vektort elhagyva, az 2y 5._3, v b gk un. maradékrendszer linedrisan

fliggd, azaz az
Xy Byt Xg Bt .. 4% 8 =0

egyenletnek 1étezik a trividlist6l kiilonboz6 megolddsa is. Aztin az elbagyott
a vektor X = 0-szoroséit hozzacsatoljuk a fenti egyenlethez:

n 8 +[x e+ +xal-0

Eszerint azonban az -El’ .

nénak, ami ellentmond a tétel Allitdsdnak. :

Mivel a feltétel ellentmondishoz vezetett, annak ellenkezSje igaz, vagyis
a maradékrendszer is linedrisan fiiggetlen rendszert alkot. Ugyanez vonatkozik
az elobbi maradékrendszerre és az ebbdl nyerhet tovabbi maradék rendszerek-
ve is. Igy nyilvdnvalé$ 4llitdsunk helyessége.

o B vektorok linedrisan fiiggd rendszert ad-

Kovetkezmény:

Az egyetlen a vektorbél 4116 rendszert linedrisan fiiggetlen rendszernek
tekintjilk, ha

a#o.

Ezért kellett a 2. tételben kikotniink, hogy az 4llitds csak a visszamarads
"nem-iires" részhalmazra vonatkozik,

PUREE b vektorrendszer akkor és csak akkor linedrisan

3. Tétel: Azg_l, a
: fiiggGrendszer, ha legalsbb egyikik el84llithaté a tobbi linedris kom-
bindciéjaként.

A tétel bizonyitdsat megkonnyiti, ha észrevesszik, hogy "megfordithaté
tételrdl" van sz6. Az 4llitds helyessége ennek alapjin két 1épésben 14that6 be.

1’ _?;2, oo B vektorok linedris

kombinici6ja, akkor az Bis By e By, ‘b vektorok linedrisan fliggd
rendszert képeznek.
A feltétel értelmében ugyanis

a) Ha pl. a b vektor felirhat6, mint az a

£=x1&1 +x2_z_1_2+... +xk'_=_3_.k,



azaz

X, 8, +x, B,+... +3ﬁ(_§.k-1._t_)_=_q.

Az utolsé egyenldségben azonban az a i Ek' b vektorok nem mind

a
1 3 ,,_2I
zérus skaldrok segitségével allitottak elf a nullvektort. Ezek szerint a kérdé-
ses vektorok valéban linedrisan fiigg§ rendszert képeznek.
b) Mésrészt, ha az a5, a,,
akkor legaldbb az egyikiik el4llithaté a tobbi linedris kombindcidjaként.
Ebben az esethen ugyanis az :

+-+s &, b vektorok linedrisan fligg8 vektorok,

y1i1+y222+"‘ +yk..a.'k+yk+1 * h__-.g_

egyenletnek van a trividlists] kiilénbz8 megoldésa is. (Ha ilyen meg-
oldds nem léteznék, akkor az adott vektorok linedrisan fliggetlen vek-
torok lennének, ami ellentmond a feltételiinknek: )

Legyen pl. az S # 0, akkor a fenti egyenletb8l nyert

Vst BT I 8 Vo By - -y 8

egyenletben az

Ygap 70
skaldrral osztva, a
| 'd ¥ Y
1 2 k
b gl a - o & - ena =
T S B Virp %

Gsszefiiggéshez jutunk. Ha pedig bevezetjik a -

Y1 Yo
X

4 5 b=l
Bt st ket

S
& ,yk+1

jeloléseket, akkor

Bexg it n




vagyis a b vektor kifejezhet8 a t&bbi linedris kombindci6jaként, ahogy
dllitottuk.

Tételiink nem 4llitja, hogy egy linedrisan fiigg§ rendszer minden vektora
kifejezhetG a t&bbi linedris kombinicisjaként, csupén azt mondja ki, hogy a line-
4risan fiiggs vektorok kozdtt legaldbb egy olyan vektor taldlhaté, amelyre érvé-
nyes ez a tulajdonsag.

2.3. Vektorrendszerek rangja

Az L’ alteret generilé a, _52, s gk vektorok alkotta vektorrendszert

vizsgiljuk ujabb szempont-szerint.
Mint mar emlitettiik:

Vektorrendszeren-az-adott L11 linedris tér vektorainak valamely véges hal-

‘mazt értjik. BT

A vektorrendszerek legfontosabb jellemzgje a rang nagységa.

%

Egy vektorrendszer rangja r, ha a kérdéses vektorrendszerb6l feltétleniil
kivédlaszthat6 r szfmu linedrisan fiiggetlen vektor, a vektorrendszer bir-
mely r + 1 gzdmu vektora azonban mir linedrisan fiiggd rendszert alkot,

példsal az

vektorrendszer rangja 2, mert ha az a 1 és i2 vektorokat tekintjikk, azok linesri-

san fliggetlenek, ahogy ezt kordbban mér beldttuk, de aza_, a_, a_ méir fiiggo
2 ! Ut e
rendszert alkot, mivel

Enlinhaz s e

3 17 %8y

Megjegyzések: a) A rang fogalma bizonyos maximum tulajdonsdggal rendelke-
zik.
b) Ha térténetesen a vektorrendszer minden vektora nullvek-

tor, akkor a rangot 0-nak tekintjikk, azaz r = 0. Minden egyéb ]
esethen természetes szdmot jelent a rang.

Ezek utdn tekintsiink erre az uj fogalomra vonatkozéan néhany 41litast.




1. Tétel: Ha az 31, 52, i a_ﬁ( vektorrendszer rangja r,' és a belGle kivédlasz-

totta. ,a. , ..., a vektorok torténetesen linedrisan fiiggetlenek,
Ty, % :
akkor a vektorrendszer birmely vektora el&4llithaté ennck az r lined-

risan fliggetlen vektornak linedris kombindciéjaként, méghozza egyér-
telmiien.

Bizonyitds: Ennek beldtds4ra induljunk ki a kévetkez§ meggondoldsbél: mivel
az adott vekiorok sorrendje a rang szempontjihél teljesen kézombos, a vektor-
rendszer vektorai tetszés szerint dtrendezhet8k, azaz minden tovabbi nélkiil fel-
tehetjiikk, hogy

2, =8 .

B = g i ST gk
o | i (o o e
Ez annyit jelent‘, hogy a vektorrendszer strendezése utdn, a kiv4lasztott r line-
drisan fiiggetlen vektor éppen egybeesik az uj sorrendben felirt vektorrendszer
elsd r vektordval.
Ilyen megéllapodss mellett természetes, hogy az elss r vektor elodllithato

az 2‘1' -8-‘2’ L _a_r vektorok line4ris kombindciéjaként,
Igy
__1-—-1 a_11+0ﬁgz+. s a
; 32=0 g1+1 _2+...+0.g.r

Al U S i B S e B

i e S

P Konnyii azonban beldtni, hogy az E’r+1’ _9;]”_2, Vi S _g.k birmelyike is felir-
~ hatéaz 2> 2,, ..., 2 vektorok linedris kombinfici6jaként. Legyen & %2

g‘r+1’ Er g v E‘k vektorok valamelyike.

Mivel a vektorrendszer rangja r, az r+l vektorbél 4116

a a

._1: I.Q'SE

B -Fra Bl B

| rendszer feltétleniil linedrisan fiiggd. Ez azt jelenti, hogy az

+ *o e =
X8y T2, X2t 8=0
L]



egyenletnek van nem-trividlis megoldisa. Ilyen nem triviilis megolddshan az
x]_ skaldr értéke biztosan kiilonbdzik a 0-t6l. Az xj = 0 esetén ugyanis az

X -+ 2 =
&y Tty oA R T

egyenletnek kellene rendelkeznie nem-trividlis megolddssal, ami ellentmond a

kivalasztott vektorok linedris fiiggetlenségének.
Béirmely nem-trividlis megoldis esetén tehét xj #0 és az

+ R -
12 T Xy Ey Y XA txa=0

egyenlet g._j-re megoldhat6, azaz

i xz xr
—?'-jz (..x—) 21+(_-;]:—)_g_2+...+(-};)3'r.

Ezzel bebizonyitottuk tételiink elsd részét.

Az eldillitis egyértelmiisége azt jelenti, hogy a kivélasztott r darab lined-
risan fiiggetlen vektornak csak egyetlen olyan linedris kombindci6ja van, amely
az adott vektorrendszer valamely 2 vektorat elGallitja.

Tegylik ugyanis fel, hogy 2 vektor az :_1_1, 32, sy _g._r vektorok linedris
kombindcidjaként kétféleképpen is felirhaté:
R RR LT ORI £
(i = 1,2, v ,r,r+1,--. ,k)-

Sl e ek R
ot

Ha az els6 egyenletbdl kivonjuk a mésodikat, azt kapjuk, hogy
LEy TE e, Vo E T e L

Mivel a kivdlasztott 2,2 ad vektorok linedrisan fiiggetlenek, a

2
nullvektort ezek csak a trividlis médon 4llitjik el8, vagyis

Wi E e




azaz

Ez azt jelenti, hogy az 2, vektornak az adott feltételek mellett nem lehet
két kiilonbozd eldallitdsa, amivel tételiink mésodik részét is bebizonyitottuk.
2, Tétel: Egy vektorrendazei- rangja akkor és csak akkor nem viltozik meg, ha

olyan vektort vesziink el belSle, vagy adunk hozzi, amely kifejezhetd
a tobbi vektor linedris kombin4ciéjaként.

Bizonyitds: Az 4allitds helyességét két 1épésben ldthatjuk be.

a) El8szor kimutatjuk, ha egy vektorrendszerbdl olyan vektort vesziink el,
amely kifejezhetS a tobbi vektor linedris kombindciéjaként, akkor a vek-
torrendszer rangja véltozatlan marad.

Legyen ugyanis az adott

a a esey 4 a ree
R T LR

vektorrendszer rangja r és az egyszeriiség kedvéért azt is tegytik fel, hogy az
elsS r vektor linedrisan fﬁggetlen
Igy ha az a ak vektorok valamelyikét (amelyek az elGz8

S R
tétel értelmében eld4llithaték az elsd r vektor linedris kombindciéjaként) hagy-
juk el, a rang nyilvan valtozatlan marad.

Ezért a tételben foglalt dllitdst elég az elsG r vektorra nézve megvizsgil-
e .

Tegyiik fel, hogy példaul az a, kifejezhetéa tobbi vektor linedris kombi-
né.c16]aként azaz

- maradékrendszer rangja is r, vagyis a rang nem véltozott. Itt is indirekt mé-
don bizonyitunk.

* Feltessziik, hogy az uj rendszer rangja r - 1. (A rang ugyanis vagy ma-
~ radt r, vagy lecsidkkent r-1-re.) Ez az el8zd tétel értelmében azt jelenti, hogy
i az




B, -0 2
vektorrendszer minden vektora el§illithats a re,ndsze:'r r-1 fiiggetlen vektordnak

line4ris kombindciéjaként.
Tekintsiik az

2gr Bg0 +v &,

r-1 fliggetlen vektort, akkor a maradékrendszer vektorait el84llité linedris kom-
bindciék;

e e
By Dbt Bl o hiliad
=0. Pl g
e 1.8,
= +
Sri17 S22 T 832, T
Bt T By T Bgt e VL B

Ebbd] viszont az kovetkezik, hogy

Be xz_[l -8,%0. Bt +0. gr]+. » .+xr[0._a_2_+0.§3+'. - .+1.5rJ i+

i [sz By +By2gt.. s a Jr.. '+Xk[y2§2+&3§-3+' o AN
ahlonna:n egyszerii 4talakitdssal nyerhetjik az
a = (x2+xr+1 52+. . .+xky2) 32+(7)53-1-xr+1 53*. . .+xky3)g3+. et
& (xr+xr+1 Br A * yr)ér

egyenl8séget. Ez azt jelenti, hogy az 2, -et is ki lehet fejezni az BpiBayeen, a,

vektorok linedris kombinici6jaként, ami ellentétben 41l azzal a feltevésiinkkel,
hogy az : :




a

_1’ E‘

e AiTg nAg 21‘

vektorok, linedrisan fliggetlen rendszert alkotnak,
Mivel ellentmonddshoz jutottunk, kiindulé feltételiink helytelen volt, tehdt

ellenkezbje igaz, vagyis ha a_ el4llithaté, akkor annak elhagydsa utdn a mara-
dékrendszer rangija megegyezllk az eredeti vektorok rangjival.

b) A bizonyitéis ‘mésodik részében konnyen beldthat6é az is, hogy ha az

21’ Eza RGN RGO _a_k

vektorrendszerbdl 2, vektort elhagyva az

Boy ves B oo By

maradékrendszer rangja nem viltozik, akkor az a_ elddllithat6 a tobbi linedris
ERTG e i i

kombinici6jaként.
Legyen ugyanis adva az

vektorrendszer, amelynek a rangja r, tovdbbé az

By By cees B e, B

un. bovitett vektorrendszer, amelynek a rangja-ugyancsak r.
Ha az : :

P S

~ vektorrendszerben torténetesen az

By s B By

- fiiggetlen rendszert képez, akkor ezek az

Bps Bgy cees By ey By

~ rendszerben is fiiggetlenek. Mivel pedig az uj rendszer raagia is v, ezért az 1.
. rang tétel értelmében az a l_vektor is felirhato az



Sy ey
vektorok linedris kombin4ciéjaként, ami éppen azt jelenti, hogy ha a maradék-
rendszer rangja megegyezik az eredeti rendszer rangjaval, akkor az elhagyott
vektor kifejezhetd a tobbi linedris kombindciéjaval.

Az elmondottak egyben azt is bizonyitjik, ha egy vektoi'rendszexhez olyan
vektort csatolunk, amely kifejezhetd a tobbi vektor linedris kombindci6jaként,
akkor a vektorrendszer rangja véltozatlan marad.

Kovetkezmény: Ha az

Byr Byr eey By g
vektorrendszer vektorai mind el841lithaték a -

|
El’ -9 .l.?p

vektorrendszer vektorainak lineéris kombindciéjaként, akkbr az
a T a POICERD _gk rendszer rangja legfeljebb p.

Bizonyitds:

Tekintsiik ugyanis az

,_@'_11 52! ooy _?;ka 91".92’ LR _bp

bdvitett rendszert. Ennek rangja nyilvan nem lehet kisebb mint az A PR
rendszer rangja. Ha viszont a bOvitett rendszerbdl egymésutin elhagyjuk az

Bir Byy enny 2 vektorokat, akkor a 2. rangtétel értelmében a rang viltozatlan
marad. Igy a bdvitett rendszer rangja megegyezik a gl, }_)_2, oAk _bp rendszer

rangjdval. S mivel ez ut6bbi legfeljebb p, nyilvinvalé 41litdsunk helyessége.

2.4. Dimenzi6 és bazis

Az eddigiek sorsn a linesris fiiggetlenség problém4iit esupén a vektorrend-
szerekre vizsgiltuk, A tovdbbiakban ezt a vizsgélatot kiterjesztjikk az egész li-
nedris térre, amelyben a vektorrendszerek csak részhalmazi képeznek.

A linedris térben a vektorrendszerrel kapcsolatban értelmezett rang sze-
repét a dimenzié veszi 4t.




Egy adott linedris teret n-dimenzidsnak neveziink,ha abban taldlhaté n li-
nedrisan fiiggetlen vektor, de bérhogyan is vélasztunk ki beldle n + 1 vek-
tort, azok mindig lineinsan fiiggd rendszert alkotnak,

Mivel az altér is linedris tér, a dimenzié fenti definiciéja arra is érvé-
nyes.

A legkisebb dimenzi6ju linedris tér a zérusaltér. Ebben az altérben nem
vehetd fel linedrisan fiiggetlen vektor, amit ugy is mondhatunk, hogy zérus szi-
mu fliggetlen vektor taldlhaté benne. Igy a zérusaltér dimenziéjit 0-nak tekint-
jilk. Tdrgyaldsainkban a zérusaltérnek a késfbbiekben nem lesz szerepe.
~ Szdmunkra azok a linedris terek fontosak, amelyeknek dimenzi6ja termé -

- szetes szdm. Megjegyezzik azonban, hogy a linedris terek elmélete kiterjed a
végtelen dimenzi6ju linedris terekre is, de mi ezekkel nem foglalkozunk.

A "dimenzid" kifejezés, geometnibél ill. fizikab6l mAar ismert, itt azon-
ban értelmezése 4ltaldnosabb.

A dimenzié egyébként a linedris terek legfontosabb adata.

A dimenzi6 fogalmdhoz szorosan kapcsolédik a bazis fogalma.

Az n-dimenzids linedris tér birmely, n linedrisan fiiggetlen vektorbsl 4l-
3 16 vektorrendszerst e tér bazisinak nevezzik. A bizis vektorait bizisvek-
toroknak hivijuk.

. Ennek alapjin birhogyan is vesziink fel az n-dimenziés linedris térben n
b .lineénsan fiiggetlen vektort, azok bdzist alkotnak ebben a térben. Az elnevezés
( - a bizis alapvet§ tula]donségﬁra utal,

1. Tétel: A linedris tér barmelyik vektora kifejezhetG a bazisvektorok linedris
- kombinAciéjaként, méghozzi egyértelmiien.

~ Bizonyités: tegyiik fel, hogy a

b By e b,

ktorok bazist alkotnak az adott linedris térben, a ¢ vektor pedig ugyanennek a
nek egy tetszdleges vektora. Ilyen feltételek mellett a

. El’ 22’ g .}‘Bn’ E

+ 1 vektorbél 4116 vektorrendszer "rangja' n (a b : b vektorok ugyanis

eé.risan fiiggetlenek, hiszen bazist képeznek, s az adott térben n-nél tébb Li-
isan fiiggetlen vektor nem vehet§ fel). Igy az els§ rangtétel értelmében a ¢

kﬁe;ezhetb’ a b1 92’ ST b vektorok linedris kombindciéjaként, még-

egyértelmiien. Ezek szerint



£ Do XDy thaahX B

ahol az Xis Xgs woey X skaldrok egyértelmilen meghatidrozottak.

.Meg’!egzés: A
e=x b tx ot by
linedris kombindciéban az

S R B .
TG T

skaldrokat a ¢ vektornak a

by By e by

bézisvektorokra vonatkozé koordinitdinak nevezziik.

Ezek utén irfinyltsuk figyelmiinket az n-elemii vektorok terének ez uj szem
pont szerinti vizsgdlatdra,

2. Tétel: Az n-elemii vektorok tere n-dimenziés.
‘Bizonyitds: El8szor is azt mutatjuk meg, hogy az n-elemii vektorok koziil ki tu-

dunk vdlasztani n linedrisan fliggetlen vektort. E végbdl tekintsikk az n-edrendii
egységvektorokat:

A beldlikk képzett

S =
15 PRt &=L

egyenlet csakis trividlis médon oldhaté meg. Ez az

%
xe+xa+...+xe=[x X e xn] B
n_n 1l 2’ 1 | —



tsszefliggés alapjin kénnyen belfthaté. Az elobbi egyenlet ugyanis ilyen jelolés-
| méd mellett

x =g

| alakban is felirhat6, ami éppen azt jelenti, hogy valsban csak a trividlis megol-
L dés 16tezik, vagyis az n-elemii egységvektorok linefirisan fliggetlen rendszert
| alkotnak. : - ;

Ez egyszersmind azt is jelenti, hogy az n-elemii vektorok tere legaldbb
n-dimenziés.

ﬁ MAsrészt viszont birmely n-elemil vektor felirhaté az n-elemii egyseg-
| yektorok linefiris kombinfci6jaként.
2 Legyen pl.

y=fyaaiecind

egy tetszdleges n-elemii vektor. A miiveleti szabdlyokbél folyik, hogy
LTV W By B B

. vagyis az y val6ban felirhat6, mint az egység vektorok linefiris kombindci6ja.
o Ezek utdn vegyik az

B4 Wi o

n-elemii vektoroknsk egy olyan rendszerét, amelyben a k egy tetsz8legesen nagy -
vélagzthaté természetes szdm. Mivel mindezek a vektorok kifejezhetdk mint
egységvektorok linedris kombindci6i, az 245 By eeny % vektorrendszer rang-

ja legfeljebb n. :

Ebbé&l ktvetkezik, hogy az n-elemil vektorok terében n-nél tébb linedrisan
;getlen vektort nem lehet kivélasztani. Az n-elemii vektorok tere tehit vals-
n n-dimenziés.

Kovetkezmény: Az e 92’ cees @ egységvektorok bézist alkotnak az

L_-ben.
n
Példdul az

8 =[1, 0_]“‘ és e, =0, iy

orok bdzisét képezik az L 2 lineéiris térnek, azaz ezen vektorok linedris kom-
binfci6jaként minden két elemti vektor elSllithats. Igy az




5gl+12_§_3

linesris kombindcié az [ 5, 12]* vektort 4llitja eld.
Megjegyzések: a) Az egységvektorokbél képzett bizisra jellemz6, hogy a red

vonatkoz6 koordinitik megegyeznek a kérdéses vektor kom-
ponenseivel. E szerint az

gz[al, By wees ah}*

kifejezés val6jiban rovid irdsmédja az

linedris kombin4dciénak.

b) Az elmondottak alapjin az egységvektorok 4ltal meghatiro-
zott bézist trividlis bdzisnak is szoktuk nevezni.

Valamely altér dimenzi6jinak meghatdrozdsihoz, az alteret generdlé vek-
torrendszer vizsgilatib6l indulunk ki.

3. Tétel: Az 2,58y, -0 2 vektorrendszer 4ltal generdlt altér dimenziéja meg-

egyezik a vektorrendszer rangjaval.

Bizonyitds: Mivel a vektorrendszer minden vektora benne fekszik a kérdéses al-
térben, kovetkezik, hogy az altér dimenzidja legaldbb akkora, mint a rang. De
az altér minden vektora elG4llithaté, az alteret gener4lé vektorok linedris kom-
bindciéjaként, amibdl viszont kiovetkezik, hogy a kérdéses dimenzi6 legfeljebb
akkora, mint a rang. E két tény pedig egyidejiileg csak akkor dllhat fenn, ha az
alteret generil$ vektorrendszer rangja megegyezik az altér dimenziéjival.

2.5. Matrixok rangja

Az eddigiekben az

L= {ele-ax]) e 1 ={r|s"-5"a]}

alterekr6l volt sz6, ahol L’ valamely adott A métrix oszlopvektorterét, L’ pe-
dig sorvektorterét jeldlte. Mivel a linedris térnek & igy az altérnek is legfonto-




sabb jellemzdje a dimenzib, vizsgiljuk meg, milyen kapcsolat van a két altér
dimenzidja kozott.

1. Tétel: Az oszlopvektortér és a sorvektortér dimenziéja birmely adott A
mitrixra nézve megegyezik.

Bizonyitds: Legyen az A olyan n.k tipusu métrix, amelynél az oszlopvektortér
dimenziéja r,a sorvektortér dimenzi6ja meg r,. Az eldz8 pont utolsé tétele

i alapjin tudjuk, hogy az r 3 egyuttal az oszlopvektorokbél alkotott vektorrendszer
f’ rangjit, az 1-2 pedig a sorvektorokbél alkotott vektorrendszer rangjit is jelenti.
] Ezért

és

Ha az oszlopvektorokbdl alkotott vektorrendszer rangja r T akkor az A
~ oszlopvektoraibél ki tudunk vélasztani r i linedris fiiggetlen vektort, amelyek

egyben bizist alkotnak az oszlopvektortérben. A beldlikk felépithetd n.r_ tipusu

1
mitrixot jeloljik gl—gyel. Az elsd rangtételbdl kévetkezik, hogy az A minden

: ~ oszlopvektora eld4llithaté a B, mitrix oszlopvektorainak linedris kombin4ci6ja-

1
ként. Igy, ha az A oszlopvektorait az 8158y cony ﬂk szimbélumokkal jeldljiik,

akkor

Al Rk,



A mitrixok szorzatival kapcsolatos 2. tétel alapjén a

(Bix: By % o B 8 ]=B)[ x5, ..., x ]

#

szorzattal. Ha az

[z 2 - x]= 5B,

jeldlést alkalmazzuk, akkor

alakban is irhat6, ahol B, Ty - X tipusu. Az A = B, . B, dsszefliggés azonban

a szorzatra tanult 3, tétel alapjén ugyis értelmezhet8, hogy az A sorvektorai
elG4llithat6k a B o Borvektorainak linefiris kombinsci6jaként.

A = =1 . =2
(n.k) (n. r1) (1'1 . k)

Ez azt is jelenti, hogy az A sorvektortere megegyezik a -3-2 sorvektorteré -

vel, amelynek dimenzi6ja viszont nem lehet nagyobb sorvektorainak szfménal
az ry-nél. Igy az A sorvektorterének dimenzi6ja legfeljebb r vagyls az elmon-

dottak értelmében érvényes az

) i < 1‘1

reldci6. : :

Az A transzpondlfsa utdn a fenti gondolatmenetet megismétalve arra az

eredményre jutunk, hogy az A oszlopvektorterének dimenzi6ja legfeljebb Ty
vagyis

A fent! két egyenl8tlenség azonban csak ugy &lthat fenn egyidejtileg, ha



Ezzel 4llitdsunkat bebizonyitottuk.
Az A métrix sorvektorterének ill. oszlopvektorterének dimenzi6jit meg-

Erozé szfimot a métrix rangjdnak nevezzik, s a
Q@A)
szimb6élummal jeldljikk, amelyet igy olvasunk: "ré A".

Tekintsiik pl. a kivetkezd métrixot:

A= , amelyben az & és e,

0 1 12

egységvektorok linesrisan figgetlenek és az [ 5, 12] ezek linedris kombmmo-
ja, mégpedig: 5e +126 Igy @(A)=2.

Megjegyzések: a) Az A métrix rangja megegyezik az oszlopvektoraibél, ill
sorvektoraibél alkotott vektorrendszerek rangjival.

b) Az A rangja nem haladhatja meg sem a sorvektorok szamait,
sem az oszlopvektorok szimét.
A kvadratikus métrixokat a rang szempontjib6l két csoportba szoktuk so-
rolni: szinguldris és nem-szinguldris miirixok csoportjiba.

Ha egy kvadratikus métrix rangja kisebb, mint sorainak (ill. oszlopainak)
szdma, akkor a méitrixot szinguliris mé.trhmak ellenkezd esetbhen pejij

nem-gzinguldris métrixnak nevezzik.
- Példsul: Tekintsik az

1 0
méitrixokat.

I>
[l
&
i

Az A métrix szinguldris, mert P(A)=1, mivel a nullvektor nem szere-
pelhet a fliggetlen vektorok kézt. A B métrix viszont nem-szinguliris, mert ki-

": mutathats, hogy @ (B) = 2, ami megegyezik a sorok szdmsval.




2.6. Az euklideszi tér

Az LIl linedris teret, mint bizonyos kivetelményeknek eleget tevs elemek

halmazéit definidltuk. A kivetkez8kben megvizsgiljuk a mérés lehetGségét is e
linedris térben. '

Mivel a geometriai értelemben vett mérés a tdvolsig és szig segitségével
torténik, a linedris térben valé "méréshez" ig ezeket a fogalmakat értelmezziik.
E fogalmaknak a linedris térbe valé itiiltetésénél természetesen el kell tekinte-
niink a kozvetlen fizikai szemlélett6l. (Ez csupidn n = 3 esetén adédhat.) A meg-
hatdrozdsoknak azonban olyanoknak kell lennie, hogy az elemi geometriai fogal-
makat specidlis esetként magukba foglaljik.

Ahhoz, hogy a linedris térben tivolsdgrol beszélhessiink a pontot is értel-
mezniink kell. Az egy-, kettd- és hirom elemii vektorokat mar kapesolatba hoz-
tuk az elemi geometrial ponttal. Most ezt 4ltaldnositjuk és

a linedris tér pontjain, a linedris tér vektorait értjik.

Ezért a kovetkezBkben a pont és a vektor fogalmit egyenértékii fogalmak-
nak tekintjilkk. Ezek szerint a

1=[a1, Bgr +ees an]*

vektor az Ln egyik pontja. Ha n > 3, akkor az uj pontfogalomnak természetesen

nem tudunk szemléletes értelmet tulajdonitani.
Ezek utan definidljuk két pont tivolsdgat a linedris térben.

Ha a és b ugyanannak arz Ln linedris térnek egy-egy vektora, akkor az

a és b vektorok tfwolsé.géT azt a d szimb6lummal jeltlt nem -negativ valés
szamot értjikk, amelyet

%
i-Va-»*@-bn
formula alapjin szdmitunk ki.
Ha tehdt




akkor

d = V(al = bl.j2+ = (an“bn)z :

Vegyiik észre, hogy a két elemii vektorok terében formuldnk éppen a két
pont tivolsigénak meghatdrozdsdra szolgdls ismert Osszefiiggést adja.
Igy

§_= [11,8] (& n=ls, 2]

vektorok es etén

g=fV(11 -3)%+ 8 dot gy

a pontok tivolsiga. ‘

k. Egy vektornak a nullvektortél vals tivolsdgival definidljuk a vektor hosz-
e s7at. p

Valamely adott a vektor hosszan (vagy abszolut értékén) azt azlalszimbs-
lummal jel5lt nem-negativ valés szdmot értjik, amelyet az

la]=TVa". a

formula alapjdn hatdrozunk meg.

Ha ;
#
a= [al, B wad an] ;
akkor
|al= af'-r L af': :
Legyen pl. a = [3, 4_]% akkor | 2| =¥ 25 = 5. Ennek megfeleléen az 8 es

ktorok tavolsagat jelsls d skalir igy is irhaté

d=la = bl

Ha az a két elemii vektor, akkor az |a| szimbélum az analitilkus geomet -
1 szerzett ismeretek szerint nem més, mint az a vektornak megfeleld pont
4ga az origétél. Ez a magyardzata annak, hogy n = 2, n = 3 esetén szokis

orokhoz rendelt pontot egy irdnyitott egyenes segitségével az origéval dsz—
tni:



IIIZ % |.5.I2 +52 Hz] - lﬁl)éizlz +I§12 * 2(5* . B)

alakra hozhaté, amelyb8l egyszerii atalakitdssal nyerijik az

Iz] - |s]

Osszefiiggést. Mivel okoskoddsunk minden lépése, amellyel ez utébbi relaciéhoz
jutottunk, megfordithaté, azért

*
R

v

egyenldtlenséggel. Igy ennek bizonyitdsa egyszersmind annak bizonyitdsét is je-
lenti, hogy tdvolsdgfogalmunkra érvényes a hiromszogegyenlGtlenség. ‘

A bizonyitdsnal azt a tényt haszniljuk fel, hogy barmely A skaldr mellett
igaz, hogy

@A) @ -As) Z 0,

hiszen az r - A s kifejezés egy vektort jelent, és egy vektornak Snmagival al-
kotott skaldris szorzata nem lehet negativ. S6t azt is tudjuk, hogy az egyenldt —
lenség csak akkor vélik egyenlGséggé, har - A s =0, azazr= A s.

Mivel pedig

-A8 @-a9=r.1-AE" . 1) -AC ) +A . 8 =

=£*5. _1:—2';\,(3* _s_)+?\;2§*§ = l§|2- ?Nz—z(_l'.*- S)A+ fIfz,

az (£ - A 8)" (x - A 5) = 0 egyenlStlenség igy is felirhaté:
1efa® -2 * ga + 12 20,

Ez azt jelenti, hogy a bal oldalon 4116, a A skaldrra nézve mésodfoku ki-
fejezés negativ értéket nem vehet fel. Ez csak ugy lehetséges, ha ennek a A -
ban misodfoku kifejezésnek a diszkrinmininsa negativ vagy zérus.

A diszkriminins most




2 i
e e’ -2qe’. mh=4a"n’-20s®. 1215 =

= 4[(;* §)2 - (sl . I'II)ZJ

~ alaku.
f Ez pedig akkor nem pozitiv, ha a szbgletes zdréjelben nem-pozitiv szdm
ill, vagyis

(rl. 1sp? =z «* o

A kapott, un. Cauchy-féle egyenl8tlenséghdl mar kovetkezik a vizsgalt 41-

7_ litds helyessége.
| Az I.. -ben értelmezett tﬁvolsag‘fogalom tehit eleget tesz atdvolsig fogal-

! maval szemben tdmasztott kovetelményeknek.
A mérés lehetoségének teljessé tételéhez meg kell adnunk még az L -ben

 értelmezett szog fogalmit is. Ezzel kapcsolatban elGszdr a sugarat definié.l;uk.

Az a # 0 vektorhoz tartoz6 sugiron mindazon

A a

alakban kifejezhet8 pontok halmazat értjik, ahol A Z 0.

- A két dimenzibs linedris térben egy adott ponthoz tartozé sugir ezek sze-
' rint egy olyan félegyenest jelent, amely az orig6bél indul ki és 4tmegy az adott
ponton. Az a = 0 ponthoz nem tartozik sugér.

' Amikor két vektor hajlisszogérol beszéliink, akkor ezen mindiga kétvektor
I meghatarozott sugir hajldsszogét értjiik. Az el8z8ek szerint vildgos, hogy

6t vektor hajldsszoge csak akkor van értelmezve, ha egyik sem nullvektor.

lyen feltételek mellett a kovetkez6 definiciét adjuk:
Az Ln tér adott a # 0 és b # 0 vektorinak hajlisszogén azt a ¢p szoget

értji:‘]—.:, amely eleget tesz a

Soarae A
T Al o1n]

osszefiiggésnek,
\
gyen példiul

a-= [1, = Dty 1]*



és

I
I

(0o i

Ekkor
o S
o e e Yo
és igy

¢ =60"+n . 360°,

vagy radiinban kifejezve:

Megjegyzések: a) A trigonometridhsl tudjuk hogy bérmely ¢p mellett teljestiln

(P:% o B K T

nie kell a
-1 cosgpél

Osszefiliggésnek. Az L -ben értelmezett szogfogalom csak

kor jogos, ha arra is fennéll ez a kritérium,
Ennek beldtdsdra irjuk fel, az elébb megismert Cauchy-féle.
egyenlotlenséget az Ln a és b vektordra, ami szerint

2 * 2
(dal.1eh" 2 @ . b
Ebbol £
% 2
12 —5 L 3
2] . |k
és igy

2 b
e S 5T
12 la] . Tn] o

b) Mivel a szégre adott definicié a p értékét nem hatdrozza me
egyértelmiien, megillapodunk abban, hogy a szdmtalan sok
lehetdség koziil mindig azt vdlasztjuk, amely nem nagyobb.
derékszognél.

c) Ha az L a és b vektorsra nézve cos ¢ = 0, azaz ¢ = ﬁ 7

P



3

akkor azt mbndjuk a két vektor ortogonilis. Az ortogondlis
kifejezést ugyanolyan értelemben haszniljuk, mint 2 merd-
leges kifejezést az elemi geometridban.

Igy, ba pl.
a=[2 51" & b-=[5 -2]"

akkor

x
32 .b =i =0,

lal. 1kl 29

cosy =

Az Ln linedris térben értelmezett tivolsig és szog fogalmat  lyan formu-

14kkal vezettiik be, amelyekben minden esetben szerepelt két vektor skaldris
‘szorzata. Ezek szerint a skaldris szorzat felhaszndlisa és annak sajatsagai tet-
| ték lehetSvé elemi euklideszi geometriai fogalmak dltaldnositdsat az n-elemii
| vektorok kérében. Végs8 soron tehit a skaldris szorzat teremti meg a mérés
| lehetBségét a linedris térben.
4 Az elébbiekben értelmezett "metrikdval" ellstott linedris teret euklideszi
| térnek nevezziik, Ezt igy is szoktik definidlni:

Az Ln line4ris térben értelmezve van a skaldris szorzat, ha birmely két
2, _g_e L11 vektordinak megfelel egy

a b=a 1:\1+.a,2 b2+ +8‘nbn

skaldr ugy, hogy ez a megfelelés rendelkezik a kbvetkezd tulajdonsédgokkal
is: . ‘ ;

* # 4
1.2 .b=D)b a(vagyisa skaldris szorzat szimmetrikus)

2. 2" (ADb) ==7'\,(a£-'E b), abhol A tetszGleges skalr,

- e /2

4. Egy vektornak onmagéval valé skaldris szorzata nem;negtiv:
2.2 20,

s csak akkor nulla, ha a = 0.

Az olyan lineiris tereket, amelyekben az 1-4. terjedo feltételeknek eleget
tevd skalaris szorzat értelmezve van, euklideszi térnek nevezzik. Az
n-elemii vektorok tere tehdt euklideszi tér, amit az E]f1 szimb6lummal je-
16liink. e




Megjegyzések: a) Mivel az euklideszi tér egyben linearis tér, annak is legjel -
lemz&bb adata a dimenzié. Igy pl. a két elemii vektorok 4l- ‘
tal meghatdrozott euklideszi tér dimenziéja kett§, ami meg-
egyezik a vektoroknak megfelel§ elemi geometriai pontok
meghatirozta sik dimenziéjival. Természetesen az E11 di-

menzi6ja dltalinosabb fogalom, mint a geometrisban értel-
mezett dimenzié, ahol ez, n > 3 esetén mar nincs értelmen-
ve.

b) Az euklideszi térben, a szog fogalminak bevezetése lehetSve.
teszi, hogy a tér bizisai kozt az un. ortogonilis bazist is ér
telmezziik,

_A_z En euklideszi tér valamely bazisét ortogondlisnak nevez-

ziik,__lia annak bizisvektorai pdronként ortogondlisak,

Ha pl.

akkor bl és-laz az E_ ortogonilis bizisit képezi.

2
c) Ha a pdronként ortogonilis vektorokhsl felépitett B métrix-
ra fennall a

7%
B =B .B-E

B

vsszefiiggés, a B mitrixot ortogonilis matrixnak nevezzik.
PL. ha

20,8 0,6
By , akkor

0,8 0,61 teo.8 ‘<0.6) o8 i fo s 0.6 e

0,6 . 0,8} (0,8 0,8 o6 0,81 1-0,6 0,8 e |



‘97, Konvex halmazok

A linedris algebra gyakorlati alkalmazédsainil (igy példaul az optimumsza -
mitdsi feladatokndl) fontos szerepet jatszanak az En’ euklideszi tér bizonyos

részhalmazai. Mieldtt ezek vizsgdlatira ratérnénk, bevezetiink néhény alapfogal-
mat:
Aza g En pont E§ sugaru kdrnyezetén az En mindazon x pontjainak hal-

mazit é?jiik,iamelyek eleget tesznek az

la -x|< &

kovetelménynek, ahol az € tetszbleges pozitiv szdm.

Ha az a torténetesen két elemii vektor, akkor az £ -sugaru kornyezetét
dbrdval szemléltethetjilk ugy, hogy az a-nak megfelelS pont koril £ >0 sugér-
ral kort rajzolunk. A kor belsd pontjai képezik az a kornyezetét.

)
W

= X,

4. dbra

A tovédbbiakban definidljuk az egyenes és szakasz fogalmait.

Ha adva van az E -ben x_ és X, pont, akkor e két pont dltal meghatdrozott

:
egyenesen a kovetkezd pontok halmazit értjiik:

o {EI-&: A'51+ (1"7\)52;151(&1&1-} .

Vagyis a két pont Gsszes olyan linedris kombinficiéjit, amelyekben a su-
lyok dsszege egy, a két pont dltal meghatdrozott egyenesnek nevezzik. Konnyen
-meggy3z8dhetiink arrél,hogy a két-illetve hdromdimenziés vektorok esetében
ez a definicié az analitikus geometridban definialt egyenesfogalomhoz vezet.

Az En euklideszi tér a . és a 5 pontjai dltal meghatdrozott egyenesszaka-

a7



szon pedig az a, ésa > vektorok osszes lehetséges konvex linedris kombi-

niciéinak halmazat értjik.
A szakaszra adott definiciét igy foglalhatjuk Ossze:

@ 52)={§|5=7s§1 (-2, 0§7\.§1} o

ahol (31, 9_2) a szakasz fogalmat szimbdlizdlja.

Aza =[2, 47" es a,=[8, 2] pontok 4ltal meghatdrozott szakaszt az

aldbbi 4bra szemlélteti: i
A=
4 ca S IR S A= 3
4 :
A=F
i (g, 2<%
|<| %)
S e A=0
|
1
| 2| |
|
1 2 3 4 %) () 7 8
5. dbra | f. !

Megjegyzésl: Az 2, =3, esetben a szakasz egyetlen pontra redukilédik. A kovet- |

kezOkben, ha szakaszrél beszéliink, eleve feltessziik, hogy'g_l # a,.
Az Ln linedris térben értelmezett szakasznil, az elemi geometria analé-

gidjira, beszélhetiink a szakasz osztépontjairél is.
Igy

aza, és a, pontok meghatdrozta (a,, a,) szakasz felezd pontja az

i Lo 1
R e

1

{
vektor.

Bevezetjilk még az En euklideszi tér un. hipersikjainak fogalmait.

Mindazon X € En pontok osszességét, amelyekre a

»*

x=b



feltétel teljesiil, ahol a c* #0és a[cl, Bl c | b szdmértékek
adottak az E euklideszi tér hipersﬂcjﬁnak nevezm.ik : '

A feltételekb«':’l l14thaté, hogy az x = 0 vektor csak akkor elégitheti ki az
egyenletet, ha b = 0, vagyis

e x=0.

Ez azonban azt jelenti, hogy az adott E* vektor, "nierb’leges" a hipersik
minden vektorira.

A g* % = b hipersik az n dimenzi6s euklideszi teret hirom diszjunkt hal-
mazra bontja fel. Nevezetesen
c i

L
24

ll
o
ll

IO

ll

{
{
Bl
amelyekre

H, LE, U, =8

E néhény alapfogalom megismerése utdn megadjuk a konvex halmazok de-
ﬂmcm]ét

Az E valamely K részhalmazit konvex halmaznak nevezzilk, ha a K bar-

mely 2, és a, pont}a 4ltal meghatirozott L i 2) szakasz benne fekszik a
K halmazban azaz a KC E halmaz konvex, ha a a € K esetén min-

dig teljesiil az (a 1 2y e kikotes. Egy pontot onmagéban is konvex hal-
maznak neveziink.

A konvex halmazokkal kapcsolatban beszélhetiink belsd pontokrél éé ha-
tﬁrpontokrél

Az a pontot a K konvex halmaz un. belsd pontjinak nevezzilk, ha taldlunk
olyan £ > 0 sugarat, hogy az a pont £ sugaru kornyezetének minden
pontja eleme a halmaznak.

: Nyilvdnvalé, hogy a halmaz bels8 pontja feltétleniil hozzatartozik a halmaz-
hoz, annak szilkségképpen eleme.

Egy b pontot a K konvex halmaz hatérpontjénak neveziink, ha a pont birmi-
lyen kicsi £ > 0 sugaru kornyezetének meg van az a tulajdonsiga, hogy
tartalmaz a K halmazhoz tartozé és annak komplementeréhez tartoz6 pon-
tokat.




A hatdrpontok nem feltétleniil elemei magénak a halmaznak, de tartozhat-

nak a halmazhoz is. A K konvex halmaz hatirpontjai kizott kitiintetett szerepiik
van az extremdlis pontoknak.

A K konvex halmazra nézve valamely p pontot extremilis pontnak nevezziik
ha nincs a K-ban olyan szakasz, amelynek a p felezd pontja volna.

?

Az egyetlen pontbél 4116 konvex halmaz egyetlen elemét is extremalis pont -
nak tekintjik.

Példaképpen bemutatjuk, hogy az aldbbi 4bran lathaté hatszég pontjai kon-
vex halmazt alkotnak, ahol az 2, és az 2, belsd pont, a_gl, a_p_2 és a 1 ezzel,

szemben hatdrpont. A hatdrpontok koziil azonban csupén a Py jelent extremilis
pontot. i

s 4
x ey Py
. :
e |

6. dbra

Ha a K konvex halmazban kivilasztunk egy go vektort, aztin képezzik a
K minden vektoranak és az g.o-na.k kiilonbségét, olyan vektorhalmazhoz jutunk,

amely mindig befgyazhat6 legal4bb egy altérbe. Jelslje r annak a legkisebb di-
menzi6s altérnek a dimenzi6jit, amely az S halmazt teljes egészében tartalmaz-
za. k S halmaz értelmezése lehetdvé teszi, hogy K jellemzésére is felhasznal-
juk a dimenzid fogalmat.
A K konvex halmaz r-dimenziés, ha az S-bdl ki lehet vdlasztani r linedri-
san fiiggetlen vektort, de az S barmely r + 1 vektorbé6l 4116 részhalmaza
- mér linedrisan fiiggo rendszer.

A definici6 szerint a pont pl. nulldimenziés konvex halmaz, a szakasz pe-
dig egydimenziés.

A K halmazra azt mondjuk, hogy nem-korldtos, ha birmely x € K pont-
hoz taldlhat6 olyan h # 0 vektor, hogy az

x+Ah

pont birmely A Z v mellett eleme a K-nak. Egyébként a K korlitos.

Ennek megfelelGen, pl. a szakasz korldtos konvex halmaz, de a sugir
mir nem, :




A konvex halmazokkal kapcsolatban bevezetjikk még a konvex poliéder és
a konvex kénusz fogalmét.

Egy konvex halmazt konvex poliédernek neveziink, ha

a) korlitos, tovabb4,
b) extremdlis pontjainak szédma véges.

Igy példdul a szakasz konvex poliéder, de konvex poliéder a hiromszog és
a kocka is.

A konvex poliéderek extremailis pontjait csucspontoknak is szoktuk nevez-—
ni. >

A konvex poliéderek kozott a legegyszeriibbek az un. szimplexek.
Az n-dimenziés szimplex olyan konvex poliéder, amelynek n + 1 csucs-

pontja van.

Ezek szerint a pont nulldimenziés szimplex, a szakasz egy-dimenziés
szimplex, a hiromszog két-dimenziés szimplex, a tetraéder pedig hdrom-dimen-
ziés szimplex. A magasabb dimenziéju szimplexeknek nincs kiilén neviik.

Egy Ckonvex halmazt konvex kénusznak neveziink, ha C birmely a pont-

jéra nézve igaz, hogy a A a is pontja a C-nek bdrmely nem negativ A,
esetén. ;

A konvex kénuszra legegyszeriibb példa a { 0}, halmaz, ami azonban
konvex poliéder'is. Ez a kénus egyetlen 0 elembdl 411, mert A . 0 = 0 ezért
. ez a halmaz korldtos halmaz. Ha azonban a C-nek van a 0 vektortsl kiilénbszd
. eleme is, akkor a C nem korldtos halmaz. Konvex kénust szemléltet a sikban

, az aldbbi 4bra szerint az 31 és a_ vektorok dltal meghatidrozott szogtartomany

2
g is.

1. fbra

. Tétel: A konvex kénusoknak legfeljebb egy csucspontjuk lehet.
Bizonyitds: A definici6 szerint, ha a EC halmaznak, akkor A a€C 4llitds is igaz.



Ha m4r most a # 0 vektor, akkor az nem lehet extremdlis pont, mivel felez6
pontja a (0, 2a) szakasznak.

A tétel szemléltetésére tekintsik az a, ésa 9 n-elemii vektorok nem-nega-

tiv linedris kombindci6it. Ezek nyilvan konvex kénuszt képeznek mégpedig olyan
amelynek a 0 az egyetlen csucspontja. Kételemii vektorok esetén éppen a 7. db-

ra mutatja e halmaz képét. 7
Konvex kénusznak tekinthetd az a_, 2, € Ln vektorok tsszes lehetséges

line4ris kombindci6i is. A két-elemii vektorok esetén ez éppen a sik pontjait je-
lenti. Ebben az esetben a konvex kénusznak nincs extremélis pontja.
~ Ez ut6bbi példa alapjin megéllapithatjuk, hogy nemesak a zérus-altér tes
eleget a konvex kénusz kovetelményeinek.
A konvex poliéder és konvex kénusz definidlisa utdn megemlitjiik még a
poliédrikus halmaz fogalmét,amelyrl késdbb éppen az el8bbi két halmazzal ka
csolatban lesz 526.

Egy konvex halmazt poliédrikus halmaznak neveziink, ha annak véges sok
csucspontja van.

Példiul:




3.1. Az elemi bazistranszformacio

Az n-elemii vektorok terér6l kimutattuk, hogy n-dimenziés és az

Bape B S e
=D Yt

. vektorrendszer a tér trividlis bazisit képezi. A kivetkezdkben megvizsgaljuk,

- hogyan konstruélhaté e térben a triviilistél killénbozd bazis, illetve egy adott
bazisbél hogyan térhetiink 4t egy uj bazisba.

1 |

Ha az En_valamely adotft bdzisdbél egy mésik bdzisdba tériink 4t, akkor bi-

zis transzforméciérél beszéliink. A bizistranszforméciénak azt a legegy- |
szeriibb esetét, amikor az adott bdzisnak csak egyik vektorit viltoztatjuk
meg, elemi transzforméciénak nevezzik.

: Az itt definiilt elemi bazistranszform4cié alapjdnkeressiink uj bizist az
L. -hen,
: Az Lr1 birmely ¢ vektora - a tanultak szerint - felirhaté

b A - o o B i = Pt
g3 n-n

; kban, ahol a Cys Cgs evns € skalirok a bizisvektorokra vonatkoz6 koordin4tak.

g# 0 esetén ezen skaldrok kozt van zérustsl kiilonbozo is. Ha torténetesen
# 0, akkor az egyenl8ségbdl e, vektor kifejezhetd, vagyis

c Cc

[
-]
P

Az & e Ln vektort tehat felirtuk a

e, e v sey O
. _.2’ !_,n

ok linedris kombindciéjaként. Allitjuk, hogy ezen vektorok az Ln-re nézve
zist jelentenek. ;

- Mivel a bézis definiciéja szerint az n-elemii vektorok terében n linedrisan
en vektorbél 4116 rendszer bizist képez, csupdn azt kell kimutatnunk, hogy

1ina



e, 221 wie ey _e_n

vektorok linedrisan fiiggetlenek. E véghdl irjuk fel az

egyenletet. Ha ennek volna a trividlistél killonbtzo megolddsa is, akkor a ¢ vek-
tort az e 9r trer & vektorok is elGdllitanik, ez pedig ellentétben 411 azzal a ki-

kotéssel, hogy a c-nek az e, -re vonatkoz6 koordinftdja 0-t61 kiilonb6zd.
Ezzel az Ln-nek egy - a trividlist6l kiilonbtz8 - bizisdhoz jutottunk.

Mivel a gondolatmenetben sehol sem haszndltuk fel, hogy az indulé bazis-
vektorok egységvektorok, a fenti megfontolasokkal az Ln linedris tér barmely
adott

G B aorn By

bdzisdrél dttérhetiink uj bizisra.

Megjegyzések: a) Az Ln linedris tér egy tetszlleges béAzisit jeloli a

bys by oo by

vektorrendszer. (Ez lehet a trividlis vagy att6l kiilonbsz6 isl)
b) Annak a feltétele, hogy a _tl] bézisvektort kicserélhessiik az
Ln egy adott ¢ # 0 vektordra, az, hogy a ¢c-nek a gj bézis-

vektorra vonatkozé koordindtdja 0-t61 kiilénbsz6 legyen, azas
. teljesiiljon a ¢ i # 0 kovetelmény.

c) Ha a

= ¢ + e e
B ey “a=n

linedris kombindcidban a ¢ # 0 vektornak a bizisvektorokra |
vonatkozé koordindtdi kozott tobb zérust6l kiilonh5zd skaldr |
szerepel, a c-vel kapesolatos elemi bazistranszforméciét
annyi kiilonb6z6 médon lehet végrehajtani, ahiny 0-t6l kii-
16nb6z8 koordinitdja van a c-nek.



3.2. A kompatibilitas

Az el8z8 pontban targyalt példdban a feladat igy is megfogalmazhat6:

Vizsgéljuk meg, hogy a vektor benne fekszik-e a ¢, €3, ¢g vektorok
dltal meghatérozott altérben.

A szdmitisok szerint a benne fekszik a kérdéses altérben, hiszen a

elddllithat6 a ¢1, cg, g vektorok linedris kombindcisjaként.

Ha az a vektor elGéllithaté a ¢, ¢g, ..., gk vektorok linedris kombinfici6-
jakent, akkor azt mondjuk, hogy a vektor kompatibilis a ¢1, ¢2, ..., S
vektorok 4ltal generdlt altérre nézve. ;

Azt a kifejezést is szoktuk hasznélni, hogy a vektor eleget tesz 2 kompa-
tibilit4s kdvetelményének.

- -

Ha a% a vektor nem 4llithat6 el§ az alteret generils €1, £9,...,8k vekto-
rok linedris kombinici6éjaként, akkor az a vektor mkompatibiligh a
€15 C9,..., € Vektorok dltal kifeszitett altérre nézve.

Eldfordulhat azonban, hogy az alteret generils ¢y, €95 +...y g vekior-

'};I:e_ndszer fiiggetlen vektorainak részhalmaza is elegendd az a vektor elBallita -
ghoz , &



3.4. Egy specialis faktorizacio

Azt az eljdrést, amelynek révén egy adott mitrixot métrixok szorza-
tdra bontunk fel, faktorizaciénak nevezziik.

A legegyszeriibb ilyen tényezOkre bontés az

A=A . E

alaku felbontds, amellyel méar taldlkoztunk.

A mitrixok rangjinak numerikus meghatirozédsénal felhasznilt médszer
alapjén egy specidlis faktorizécidhoz juthatunk.

Tekintsiik ugyanis az el6zd pontban vizsgilt

o
4
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R e
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métrixot. A szdmitdsok szerint tudjunk, hogy a métrix rangja 2 és a métrix
oszlopvektorterében az a; és ag vektorok bézist képeznek. Ennek alapjén az

A métrix oszlopvektorterének barmely vektora eld4llithaté ezek line4ris kombi-
néciéjaként, igy az A oszlopai is. Ha-bevezetjiik az

1t
é1= E’ 2'2]= 3
5
7

N = = O

jel6lést, akkor felirhatjuk, hogy

Elzél‘g
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felbontédshoz jutunk,

A felbontés helyességét ellendrizziik itt is!

Ha az A métrix el8z8 faktorizdciéiban a mésodik tényezdt Ay szimbélum-
mal jeldljiik, akkor :
A= é‘l . Ag
egyenldséggel irhatjuk fel a tényez8kre bontdst. Amint mar megéllapitottuk,
az elsd tényez8 oszlopvektorai bézisit alkotjik az A oszlopvektorterének,
Ugyanakkor - a métrixok rangjira adott definicié szerint -, a misodik tényez8
sorvektorai meg az A sorvektorterének alkotjik egy bézisit. Ezért ezt a fakto-
rizdci6t bazisfaktorizdciénak, vagy bizisfelbontdsnak nevezziik,

A kbovetkezd példdban

Lo -1 sl e ot Be ey e D
8. A .00 L b Mg et s e .
e BRI TR U R R S S R
Fouskose e aslel gy ads

felbontds nem bézisfelbontds, ezért nem tekintjiik speciilis faktoriz4ciénak,
Az elmondottakkal kapcsolatban 4llitjuk: :

| 1. Tétel:

Ha az A métrix rangja r és torténetesen az A elsd r oszlopvektors-

bél alkotott Ay =[ a1, ..., a ] métrix oszlopvektorai linedrisan
fiiggetlenek, akkor az A az

Asd fE . b

Osszefiiggés mintdjdra faktorizdlhaté, ahol Eyr egy r-rendii egység-
métrixot jelent. Maga az[gr, D ] szimbélum olyan métrixot jelent,
amelynek els8 r oszlopvekiora megegyezik E,. oszlopvektoraival,
tovébbi oszlopvektorai pedig azonosak a D oszlopvektoraival,

: A bemutatott numerikus példdk alapjén az 4llitdis kézenfekvs. Ha
ugyanis -

A=[a) a5 2.8, 008 ]
akker nyilvdnvalé, hogy 3

C A
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S mivel az Al oszlopvektorai bizisat alkotjdk A oszlopvektorterének,
kell lenni olyan

Gr s Sy 0 G

vektoroknak, hogy teljesiiljenek az

—uA el
2 A 4,

Er+2 i é1 : gr+2

=
E11 é1 =n
egyenldségek is.
Ezek szerint
- 8 A i o, gl B G el
A=l A 2y -8 ey g8y S 8- 4

ahonnan

arals. ai i la i St

Ha pedig bevezetjik az

és a

|:-(-1-1‘+1’ Diormec ~C-1n:l A

jeldlést, akkor éppen a keresett



A_'z'&lr Er"g-]

Osszefliggéshez jutottunk,
Ezzel a tételt bebizonyitottuk,

Az A=A, . A, jeldlést véve az [gr < QJ az Ag particionélt form4ja,
ahol az E;. blokk az A miétrixb6l kivilagztott fliggetlen oszlopvektorokra vonat..
kozd koordinitakat tartalmazza, a D blokk pedig az A métrix tébbi vektorénak
a kivélasztott b4zisvektorokra vonatkozé koordindtéit foglalja magéba, Az eld-
z6 konkrét sz&mit4sok szerint D elemei mindig az utolsé elemi transzformécids
tébl4bél olvashaték ki,

Megjegyezziik, hogy az

A=A B 0]

elrendezés sok esetben csak az A miétrix oszlopainak ftrendezésével bizto-
sithato,

Torres s SRR S B P L



4. Lineéris egyenletrendszerek megoldasa és matrixok
invertalasa.

4.1. Altalanos tudnivalék

Az X1s Xp ou., Xp 1Bmaret.len_ekat tartalmazé

B BRI L YL P S

a21xl+a22x2+... Foqouwi o=k

L e U e e D e
mlel m2 2 mn n bm

_ egyenletek halmazét els8foku vagy linedris egyenletrendszernek nevez-
ziik, :

A definici6ban "m" az egyenletek gzdmAt, "n'" az ismeretlenek szamé4t
jelenti. Mind az m, mind pedig az n birmilyen természetes szdm lehet, (Ko-
zépiskoldban csak azokkal az egyenletrendszerekkel szoktak fogladkozni, ame-
lyekben az egyenletek szdma megegyezik az ismeretlenek szdméval. Mi ilyen
megszoritdst nem teszlink, )

Ha az egyenletrendszerben az egyenl8ség jobboldalsn 4116 by, by, .. -

b, skaldrok mindegyike 0", akkor az egyenletrendszert homogénnek

hivjuk, egyébként inhomogén egyenletrendszerrdl van sz4,

Ha a fenti un. skalregyenletrendszerben az adott skalarokra az

s 2] i T :
1 A2 | *n {bl
i wol g R
| & e . . i .
a ek _ a : . b
i ! L_m};' _ma L..mn.J L n..J

jelti_lééeket vezetjilk be, az egyenletrendszer az aldbbi un. vekforegvenlettel
 helyettesithetd:
LR By e - T8



Ez a vektoregyenlet azonban felfoghaté ugyis, mint egy A oszlopvektorai-
nak olyan linedris kombindci6ja, amelyben a skalérok x_, Xpy oo ot X ismeret-
lenek., Az egyenletrendszer azért igy is jelSlhetS:

Ax=Db.
Az A métrixot egyiitthat6 matrixnak nevezzilk, mivel az egyenletrendszerben
szerepl ismeretlenek egyiitthat6it reprezentilja.

Az A x = b egyenlGségnek megfelell egyenletrendszert megoldani annyit
jelent, mint’meghatirozni mindazon x vektorokat, amelyek eleget tesz-
nek az A x = b kovetelménynek,

Ezeknek az x vektoroknak a meghatfrozésa azonban nem jelent mést,
mint A oszlopvektorainak azokat a linedris kombin4ciéit megkeresni, amelyek
a b vektort 4llitjék eld.

Amennyiben ilyen x vektor, vagy x vektorok léteznek, ezek egy halmaz-
ban az un. megoldds halmazban foglalhaték &ssze, Jeldljik ezt, az Osszes le-
hetséges megolddsokat tartalmaz6 halmazt az

M={x| Ax=b)}
szimbélummal,

1, Tétel: Az M konvex halmaz.

Bizenyités: A feltétel szerint ugyanis az M -nek van legaldbb egy eleme. Ha tthb
torténetesen nincs, akkor 4llitAsunk méris bizonyitott, hiszen az egyetlen pont-
bél 4116 halmazt is konvex halmaznak tekintjik.

Ha az M-nek tobb eleme is van, M konvex voltat a kvetkezOképpen 14t-
hatjuk be,

Legyen pl. X, is és egy tdle kiilonb6z8 x, is eleme az M-nek, azaz telje-
siiljon mind az

|5

5T

f-2

mind az

>

X =
=2

i3

egyenlGség. Majd irjuk fel az x; és x, pontok 4ltal meéhatﬁ‘rozott (x1, Xg)
szakasz egy tetszoleges :

x=Mx +({1-A) X,

ahol

pontjét.




miiveleti szabdlyok értelmében

A
Ax=a[ax +a -A)§2]=3\-(§§_1) tA-A)A K,

1
ami pedigaz A x =b 6s A X, = b feltételek miatt azt adja, hogy

Ax= Ab+(1-A)b=b.

Ez pedig azt jelenti, hogy Xx1i8 eleme az M halmaznak. De az Xaz
(1 » Xp) szakasz tetszbleges pontja, ezért ebbdl az kivetkezik, hogy az egész

szakasz beletartozik az M-be, ami éppen azt mutatja, hogy az M konvex hal-
maz, ahogy Allitottuk,

Az M konvex halmaz dimenzi6jit az egyenletrendszer szabadségfokédnak
nevezziik,

| A konvex halmazok dimenzi6jfnak definislasakor megemlitettiik, hogy
| az egyetlen pontb6l 4116 konvex halmagz dimenziéja 0, ebbél kovetkezik, ha M
egyetlen elembdl 4il, dimenziéja, vagyis szabadségfoka 0.

2. Tétel: ha a megold4shalmaz szabadsédgfoka 0-n4l nagyobb, akkor az M nem
korldtos halmaz, :

Bizonyitds: Ha M szabadséigfoka 0-nél nagyobb, akkor az M-nek van legalébb
két kiilsnbdz8 pontja, Ezek legyenek: Xy, 68 X,, ahol XX, vagyis

'.( £=_§1«52#_q.

Ezek utén tekintsiik tetsz8leges t skaldr mellett az

x=x +t h

-1 E—

- vektort és vizsgéljuk meg, hogy eleme-e az M halmaznak. E végbdl irjuk fel
7" ’“
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- vektort és vizsgéljuk meg, hogy eleme-e az M halmaznak. E végbdl irjuk fel
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E szerint pedig
Ax=b,

ami éppen azt bizonyitja hogy x € M-nek. S mivel ez az é.llit&s bérmilyen t
mellett igaz, kdvetkezik 4llitdsunk helyessége, hogy az M nem-korlatos.

Megjegyzés: Az A x = b egyenletrendszer 6sszes lehetséges megold4sainak
.- sok esetben - csak valamely részhalmaza érdekes a megolds
szémdra, Igy példdul a gazdasdgi problémék megolddsa sordn 4l-
‘taléban csak az x 20 megolddsokat veszik figyelembe,

4.2. A lineéris egyenletrendszerek megoldasa

A lineéris egyonletrendszerrel kapcsolatos eddigi megdllapitdsaink so-
rén feltettilk, hogy az M nem iires halmaz, de arra még nem adtunk vélaszt,
mi a feltétele annak, hogy egy egyenletrendszer megoldhaté legyen,

1, Tétel: Az A x = b alakban megadott linedris egjrenletrendszer akkor és
csak akkor oldhaté meg, ha a b vektor kompatibilis az A métrix
ouzlopvektorterére azaz b benne fekszik A oszlopvektorterében.

Bizonyitis: A f_eladat megolddsa, mint tudjuk abban 411, hogy meg kell keres-
ni az A oszlopvektorainak minden olyan linedris kombindciéjdt, amely el8allit- |
ja a b vektort. Az A métrix oszlopvektorterére adott definicié szerint

_I =Ax}

az A métrix oszlopvektorainak 8sszes lehetséges linedris kombinfcibit tartal-
mazza, Igy, ha b € L’ -nek, akkor az egyenletrendszer megoldhaté, s megfor-
ditva, ha az egyenletrendszer megoldhatd, akkor b € L’-nek. EbbSl pedig mé::j
kovetkezik az éllitdsunk helyegsége.

Ezek szerint a linedris egyenletrendszer megoldés4nédl a kiindulé felada ;
a kompatibilitds fenn4lldsénak eldontése. Egy vektornak adott altérre vonatko-
z6 kompatibilitdsit mar vizsgéltuk, Igy az ott megismert eljirdst az egyenlet-
rendszerek megoldhatésdgénak vizsgélatira is felhasznélhatjuk, SGt, mint majd
latni fogjuk, amennyiben a kompatibilitds fennﬁll a médszer magit a megoldés
is szolgaltatja. .

Ezek utin vizsgiljuk meg, hogyan 4llithaté eloamegoldﬁshalmaz valamely
X eleme, feltéve, hogy az A x = b adott egyenletrendszernél a kompatibilitds
teljesiil.

Tegyiik fel, hogy az A egyiitthat6 métrix rangja r és tértérietesen az el-
86 r oszlopvektor lineédrisan fiiggetlen, Ez esetben a métrixok specidlis faktd-
rizfci6jfinél tanultak értelmében az A métrix az




A=u e ]

Osszefiiggés mintéjara faktoriz4lhats, ahol A1 oszlopvektorai megegyeznek az
A miétrix els§ r (linedrisan fiiggetlen) oszlopvektoraival,

Mivel A; oszlopvektorai az A oszlopvektorterének egyik bazisit alkotjdk,
a kompatibilitds kovetkeztében b felirhaté

b=A

_"1.“—1.'

alakban, Meggondol4sainkat felhaszndlva az Ax=b linearis‘ egyenletrendszer
uj forméja:

A[E, D] x=a, .d.

| Itt mind a bal oldal, mind a jobb oldal az Aj oszlopvektorainak olyan li-
I‘ nedris kombindci6j4t jelenti, amely a b vektort &llitja_. el8. Mivel pedig az Aq
oszlopvektorai bazist alkotnak az A métrix oszlopvektorterében, azért mind
az[_l_:r, D ] x szorzatnak megfeleld oszlopvektor komponensei, mind pedig a d
komponensei a b vektornak az A, 4ltal meghatdrozott bazisra vonatkozé koor-
dinétdit jelentik. S mivel adott bAzis mellett barmely vektor koordinitéi egyér-

telmiien meghatérozottak, azért azok és csakis azok az X vektorok johetnek
szédmitdsba, amelyek kielégitik-az

| [E..D]x=d

egyenletet. E szerint ez az egyenlet egyenértékii az A x = b line4ris egyenlet-
rendszerrel, amely m darab n-ismeretlenes egyenletbdl 4ll,

Az uj egyenlet vizsgilatihoz az X vektornak az A fiiggetlen oszlopvekto;-
~ Taira vonatkoz6 koordin4téibél tehét az elsé r komponenséb6l képezziik az

. ‘ e
X = [xl, Xys oo xr]
vektort, a tovébbi n-r = s komponensébél pedig az

5-2=-[xr+1 o =% LR xn] i

vektort. Ez azt jelenti, hogy az x vektort az
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egyeni&ségnek megfelel8en particioniljuk. Ezt felhasznflva egyenletiink uj
alakja:

&
X,

S mivel a métrixok szorzési szabélyal szerint

X
=1
[E..n]. s ik
-2
ezért az eldbbi egyenlet igy alakithats 4t
51 7 2 _x.z S
Ebb&l pedig
.’.‘.1 & ﬂ i 2.’.‘2 ¥

Ezt a formuléit az egyenletrendszer &ltalfnos megolddsénak szoktuk ne-
vezni,

Az 4talakitdsokb6l ugyanis kitiinlk, hogy azok az x, , Xgs o0., X isme-
retienek, amelyek kielégitik az

Ax=b
egyenletet, kielégitik az

5

=%

-D
Dx,

dsszefiiggést is €s viszont, E szerint azonban az xg vektor komponenseinek bér-
milyen értéket is adunk, xp és a hozzftartozd X3 M valamely x elemét adja.
Mivel x5 komponensgeinek nagysdgit egyméstél fliggetlentil, szabadon vélaszt-
hatjuk meg, az x, vektorban szerepld ismeretleneket szabad ismeretleneknek,
az x; komponenseit pedig kitott ismeretleneknek nevezziik., Az elnevezés arra
utal, hogy x, értéke mdr fligg a szabad ismeretlenekétsl,

OSSR FUSCHINET b e Mo RSN 7§ T R R R Ul S R S T | S T e

2. Tétel: A homogén egyenletrendszernek mindig van megolddsa.

_ Bizonyitis: A homogén egyenletrendszernél mindig teljesiil a kompatibilités,
mivel a null-vektor minden altérnek pontja. Ez ugy is bel4thaté, hogy az
A x = 0 egyenletrendszert az x = 0 vektor mindig kielégiti. ;

Az A x = 0 egyenlettel kapcsolatban azonban felmeriilhet a kérdés, hogy
azx=0 trividlis megoldison kiviil van-e még més megoldﬁaa is. Ez azonban
itt is csak a szdmitésok sor4n deriil ki.

Mivel a homogén egyenletrendszereknél a kompatibilitds mindig teljesiil,
a b-nek megfelel8 0 oszlopvektor kiirdisa felesleges (ha kiirnédnk, a 0 elemek

véltozatlanok maradnﬁnak a szdmitésok sorédn!)

-— - . 0 n L RGNS R L | RIRE; T cceRN L R i




A linefris egyenletrendszer lehetséges megold4sainak halmaz4t az

M={x | Ax=b]

mbélummal jeldltiik, Ennek megfelelden az 4ltaldnos megoldést is fel lehet

ni x alakban.
Ha ugyanis az

%,

osszefliggéshez hozzécsatoljuk az

&, =

9

+

E
—f8

%

nyﬂvé.nvalé egyenl@séget, ahol az "E "' egy s-edrendii egységmadtrix, a két

egyenlGgég alapjén

lo

Az xo vektort ugy vezettiik be, mint egy n-r = s elemu vektort, amelynek
komponensei tetszSleges val6s szdmok. Ennek megfelelfen a kovetkez8kben az
egyenl8ség jobb oldalén azereplo Xg-t jeltlhetjiik az egyszeriiség kedvéért t vek-

torral. Ekkor az 4ltaldnos megoldds az

{=1

(=]

alakban irhat6, ahol a t vektor egy tetszdleges s elemii vektor. Ezzel a jellés
moéddal az 1, példa 4ltalénos megoldésa a kdvetkez§:

% (5.5
xl 5,5
X=|%|= 4,5
0

*3
Lx4_ = 0_

L

[-1,5

0,5
1

0

ahol tl és ty tetsz8leges skaldrok,

Megjegyzések: a) Az A x =b egyenletrendszer fltaldnos megolddsit adé

8sszefliggésben a kitdtt ismeretleneket reprezentals X vektor '

komponenseinek szdma megegyezik az A métrix rangjfval
a szabad ismereflenek széma pedig az ismeretle-

nek szdménak &s a rangnak a kiildnbsége (n-r = s).

(r -rel),

-
|

0 |
= | t
7
0 t,
5




b) Az éltalénos megoldds mésodik forméjat tekintve megéllapit-
hatjuk, hogy abban az elsd tag tulajdonképpen az egyenletrend-
szer egy partikuldris megolddsa. Ha ugyanis a t vektor helyébe
a 0 vektort irjuk, azt kapjuk, hogy

=%

-D

Xx= + 2 g: s

0 E
= —8

|

lo

¢) Az dltaldnos megold4sbél a

=D
=G

E
=8

kifejezésrdl pedig kdnnyen bel4that6, hogy a G métrix oszlop-
vektorai linedrisan fiiggetlenek. (Az Eg blokk vektorai ugyanis
linedrisan fliggetlenek!) Ebb8l az kiovetkezik, hogy a G t szor-
zat a G métrix oszlopvektorai 4ltal kifeszitett s dimenzi6s al-
tér egy tetszdleges vektorit jelenti,

Ezen az alapon az A x = b egyenletrendszer 4ltaldnos megol -
déisa ugy foghat6 fel, mint egy partikuldris megolddsnak és

egy ''s"" dimenziés altér vektorainak az Gsszege.

d) Ha az
al [o
x= + t
0 E
o -8

dltaldnos megolddsban az "s" térténetesen nulla, akkor a meg-
oldés egyértelmii, ellenkez® esetben szénitalan sok megoldés
van, Ennek megfelelGen "s" val6jéban az egyenletrendszer gza-
badségfoka, :

Ezt ugyis megfogalmazhatjuk, ha az A x = b egyenletrendszer
szabadsigfoka nulla, akkor az M megolddshalmaznak csak egy
eleme van, ha pedig s >0, akkor M végtelen sok elemii.

e) Az A x = 0 homogén egyenletrendszer megolddshalmaza s
dimenzi6s alteret képez, amely a zérus altérre redukilédik,
ha csak az x = 0 lehet megoldés.

f) A gazdaségi életben - kbzépiskolai gyakorlattél eltérden -
f6leg olyan egyenletrendszerekkel taldlkozunk, amelyeknek sza-
badséagfoka kiilonbézik a '"0" - tél,



A linefris egyenletrendszer megold4iséra bemutatott eljirés alkalmas ax

A X ='H,

— —

un, métrix egyenlet megolddséra is, ahol A és B adott métrixok, X pedig is-
meretlen,

3. Tétel: Az A X = B egyenlet megolddsinak sziikséges és elégabges feltétele,
- hogy B minden oszlopvektora benne fekiidjék az A oszlopvektorierében,

Bizonyitds: A métrixok szorzatira tanultak szerint az A X, vagyis B oszlopvek-
torai nem mésok, mint az A oszlopvektorainak linefris kombinﬁeiéi mégpedig
olyan linedris kombin4ciéi, amelyekbeu skalfirokként az X oszlopvektorainak
megfelel§ komponensek szerepelnek, azaz

Ax =Db.

Igy az A X = B métrixegyenlet megolddsa tehat annyl linedris egyenletrend-
szer megolddsit igényli, ahdny oszlopvektora van a B méitrixnak, Ha ezek min-
degyikére teljesiil a kompatibilitds, akkor A X = B megoldhats, ahogy Allitottuk,
A mitrixegyenletnél a kompatibilitis eldéntése a szokott médon t&rténik, ‘
A kiilnbség az eddiglekkel szemben csupfn annyi, hogy az indulfsnél az A ogz-
lopvektorai mellé nem egyetlen vektort irunk, hanem odairjuk a B minden 08z~
lopvektorﬁt '



4.3. Matrixok inverze

A kbvetkezdkben az A X = B alaku métrixegyenletek koziil azokkal fog-
lalkozunk, amelyekben az A matrix kvadratikus és a B mitrix pedig az A rend-
jének megfeleld egységmitrix, vagyis

AX=E

egyenleteket tekintjiik, Ez speciilis esetben az

Ezt az x szfimot az a szdm reciprokinak més széval "inverzének" ne-
vezziik, Ha az a = 0, akkor az a skaldrnak nincs inverze.

A gkaliraritmetikai meggondoldsokhoz hasonléan a fenti matrixegyen-
let alapjén kvadratikus métrixokkal kapcsolatban is beszélhetiink inverzrél,

Valamely n-edrendii A métrix inverzén egy olyan n-edrendii matrixot

értiink, amelynek az A méitrixszal képzett szorzata az n-edrendii egy-
ségmitrixot adja.

Az a skaldr inverzét az ax = 1 egyenlet megolddsa adta, Az A mitrix
inverzét az A X = E mitrixegyenlet megolddsa adja, amennyiben az létezik,

1, Tétel: Az A X = E mitrixegyenlet megolddsanak sziikséges és elégséges
feltétele, hogy az A métrix nem-szinguldris métrix legyen.

Bizonyitds: Ha az X = [ xq, X5,..., X ] , akkor a szorzds értelmezése szerint

AX =[é£1,_4§2v cees AR | -

S mivel az E felirhaté az

E = [21, _925 eoe :_?n]




alakban is, azért az A X = F egyenlet igy alakithaté at:

[ampag o] -Te e, s,

Ebbdl kbvetkezik, hogy az inverz meghatirozisa az

-
ééz i 22
1 Ax = e
T “h

egyenlGségek 4ltal meghatdrozott linedris egyenletrendszerek megolddsara ve-
zethetS vissza (amint azt az el8z8 pontban az A X = B métrixegyenletnél is 14t-
tuk). Az igy nyert n egyenletrendszer mindegyike n ismeretlent tartalmaz, de
egylitthatéméatrixuk azonos, Ezért mind az n egyenletrendgzer csak abban az
esetben lehet kompatibilis, ha a Jobboldalon 4116 egységvektorok mindegyike ben-
ne fekszik az A oszlopvektorterében. Ez azonban csak akkor kévetkezhet be,

ha A rangja n, vagyis az A métrix nem-szinguléris. Bel4that6, hogy az inverz °
létezéséhez az A nem-szinguliris volta nemesak sziikséges feltétel, hanem
elégséges is, Ez esetben ugyanis az A xj = e; egyenletrendszerek mind megold-

haték, még pedig egyértelmiien, s a megolddsok éppen az inverz oszlopvekto-
rait szolgiltatjdk, ;

Ezzel 4llitdsunkat bebizonyitottul,

Mivel a mitrixok szorzata 4ltaldban nem kommutativ, felmeriilhet az a
~ lehet8ség, hogy az A mitrixnak két kiillonbozs Inverze van: egy jobboldali és egy

baloldali inverz. Jobboldali inverzen olyan X métrixot értiink, amelyre az

A

i

=E,

baloldali inverzen meg egy olyan Y métrixot, amelyre az

I
} >

=_E’-

‘;;ggyenlt’a’ség teljesiil. Ez utébbi egyenlettel kapesolatban megéllapithatjuk, hogy

a4 megoldédsnak ez esetben is az a szilkséges és elégséges feltétele, hogy az A
nem szinguldris mitrix legyen. Ugyanis a métrixok szorzatfnal tanultak sze.

rint



Ezért Y A = E egyenlet megolddsat visszavezethetjiik az

®o» g
A X =B z

egyenletre. Ez pedig csak akkor oldhaté meg, ha;&_" nem-szinguldris, Ha pedig
az A* nem-szinguléris, akkor az A is nem-szinguldris métrix,

2. Tétel: Haaz A X =FE és Y A = E egyenletekkel definidlt inverzek léteznek,
akkor nem kiilonbdznek egymastol.

Bizonyitds: Tegylik fel, hogy A nem-szinguldris. Ez esetben mind az

I
Ip4
| =t

és mind az
X

1>
I
I

métrixegyenlet egyértelmiien megoldhaté, Szorozzuk meg ezekutén az elsd
egyenletet balrél Y-nal, a mésodikat jobbrél X-szel, amikor is az

YAX=YE
és
YAX=EX
egyenleteket kapjuk.
Mivel azonban
YE=Yés EX=X,

az el6bbi egyenletek igy is irhaték:

I I
> 1>

Y
=_}£_

[ I

Ebb6l pedig 14thaté, hogy
Y=X.

Azt az n-edrendii kvadratikus métrixot, amely mind az A X = E, mind
az Y A = E matrixegyenletet kielégiti, az A mftrix inverzének nevezziik,
8s jelolésére - skaldraritmetika mintdjdra - bevezetjik az

-1
A

szimbslumot,




‘Megjegyzés: a) Csak nem-szingulfris matrixoknak van egyértelmiien meg-
hatérozott inverze. ;

b) Az A métrix és inverze, az A” métrix, el
kbvetelménynek S , eleget tesz az aldbbi

e
A.A =A1.A=E,

(s =

vagyls az A métrizxnak és inverzének szorzésfra
kommutativitis, érvényes a

5. A linearis transzformacié

5.1. A lineéaris transzformaci6rél altalaban

A bézistranszformicié fogalméanak megismerése utdn a transzformécié
fogalmét uj vonatkozéisban vetjiik fel.

Ebben 2z értelemben a transzformécié bizonyos halmazok kozoit 1élesit-
het8 leképezés megjeltlésére szolgil. Igy tulajdonképpen a fiiggvényfogalom
dltaldnositdsit jelenti,

Az eddigi ismereteink szerint fiiggvényrol akkor beszéltlink, amikor va-
lamely x véltoz6 minden lehetséges értékéhez valamilyen elGirdgsal hozzéren-
deltiink egy f(x) szimb6lummal jeldlt szdmot. Az x véltozd lehetséges értékel
alkottdk az értelmezési tartoméanyt, az f(x) értékek halmaza pedig a fliggvény
értékkészletét. E keretek kézott mind az x mind pedig az f(x) valamilyen ska-
lart jelentett.

Ilyen természetii hozz4rendelés azonban nemesak skaldrok kozt lehetsé-
ges. Tekintsiik ugyanis az L, linedris tér (n-elemii vektorait, s valamilyen
utasitdsnak megfelelden, ezek mindegyikéhez rendeljiink egy skaldrt. Ha a tér
vektorait x szimbslummal jelsljik, akkor a skaldrt az f(x) jeldlheti. E leképe -
z6snél az értelmezési tartomény elemei vektorok, az értékkészlet elemel pe-
dig skaldrok.




A kdzépiskoldban megismert fiiggvény-fogalom tovébbi 4ltalsnositésshoz
jutunk, ha olyan leképezést tekintiink, amelyben mind az értelmezési tartomény,
mind pedig az értékkészlet elemeit az Ly, vektorai alkotjdk, Ezek elére bocs4ti-
sa utdn a transzforméci6 fogalméra az alébbi definiciét adjuk:

Ha az Ly linedris tér minden x vektoréhoz valamilyen elGirdssal hozz4-
rendeljiik az L. -nek valamilyen T(x) szimb6lummal jelolt vektorat, ak-
kor azt mondjuq: hogy az Ih-_-bgn egy T transzforméici6 van értelmezve,

A T(x) szimb6lum, vagy réviden csak a T szimb6lum - az f(x)-hez hason-
16an - itt is a hozzérendelésnek valamely 16tezd, de konkrétan meg nem adott
forméjét jelenti. Magét az x vektort tdrgyvektornak az x-hez rendelt T (x) vek-
tort pedig képvektornak nevezziik, A képvektort néha réviden y-nal jeldljiik.

' Ez esetben

= T(ZE)'

Att6l fiiggden, hogy a T(x) szimb6lumnak milyen konkrét formét adunk, kiilén-
bdzd transzformécibkrél beszélhetiink,

. 1. példa:

T(x) =

transzformicié azt fejezl ki, hogy az x térgyvektorhoz annak 6-szorosst ren-
deltik képelemként. Ezt a transzforméciét nyuitdsnak szoktuk nevezni, Alta-
ldnos alakja: T(x) =2 x.

2, Példa: T(x) =x+2a
transzforméciéndl, a # 0 esetén az x tdrgyvektor a hozz4 tartozé kép-
vektortél egy konstans 2 ‘vektorban kilonbbzik,
A tovébbiakban a transzforméciélmak csak azzal a gpecidlis tipusdval fog-
- lalkozunk, amelyet linedris transzformécibénak neveziink.

Az Ly-ben értelmezett T transzforméciét linedris transzforméciénak ne-
vezzilk, ha eleget tesz az aldbbi két, un, linedritdsi feltételnek:

|




1 T +5) T,) + T(,)
2. T(Ax) =AT(x). :

Az elsé feltétel azt jelenti, hogy barmely két tirgyvektor dsszegéhez tar-
toz6 képvektor megegyezik a két tdrgyvektorhoz tartoz6 képvektor -beszegével.
A mésodik feltétel pedig azt jelenti, hogy barmely x targyvektor A -szorosé-
hoz tartozé képvektor egyenld az x tdrgyvektorhoz tartoz6 képvektor A -8ZOTO-
sdval. ; ; ‘

Konnyen bel4thaté, hogy az emlitett példék koziil az elsé linedris transz-
formécié, a mésodik pedig nem,

A T(x) = 6x transzforméci6 linedris, mert kielégiti a linearitési fel-
tételeket:

b, * X)) = 63, * 6%

és ;
6(AX) =A6x.

Ezzel szemben a T(x) = x + a transzforméci6é nem linedris, mert

I

T(x)=% +

T @52)=_1_12 +

i

ahonnan ;
Ty + T =X + 5+ 2 2,

ami azonban nem egyenld a

Ty *X) =K +X)ta=x +X,+2

kifejezéssel. Ha pedig a linedritdsi feltételek valamelyike nem teljesiil, a
transzform4cié mar nem lineéris. :

1, Tétel: Egy L,-ben értelmezett T(X) transzforméci6t akkor és csak akkor ne:
veziink linedris transzforméciénak, ha az felirhaté

T@ = A x

alakban,

Bizonyltds: Ha egy T(x) transzform8oi6 felirhat6 T(@ = A x alakban, akkor
lineéris transzformécls, ugyanis a métrixokra megismert miiveleti szabalyok
- b6l kovetkezik, hogy o .

1inrn
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+A X

it =

) AE *x)=A
A(Ax=2rAD.

b)
Ez pedig azt jelenti, hogy a T(x) = A x transzformécié eleget tesz : wes
linedritdsi feltételnek, Ki kell még mutatnunk, ha a T(x) transzforméeié lined-
ris transzformadcié, akkor felirhat6 T(x) = A x alakban. Ennek érdekében te-
gyiik fel, hogy a L, -ben értelmezve van egy T(x) lineéris transzformécié, Te:
gyiik fel tovébbéd, hogy a

Bosibs s 25 b

=i n

vektorok az L, -ben bézist alkotnak. Ez esetben az Ly barmelyik x vektora ki-
fejezhetS, és pedig egyértelmiien az

S TR P

alakban. Az x-hez tartoz6 képvektor a linedritds miatt
T(x) =x; T(R)) + x, Tl )*...+x T )

alakban irhaté.
A képvektor ezek szerint nem més, mint a bizisvektorokhoz tartozé
képvektorok linedris kombinéciéja. '

| Ha bevezetjiik a

Tk, = a, :
Th) = 8

 Jeloléseket, akkor a T(x) a

X
1
= + + e =
T(Z‘.) xl 51 1\:2 9_2 xng_n [El’EZ"""gn] JI(2
o
n

- alakra hozhaté. _
A kérdéses n , n-es

1l




méAtrixot a transzforméclé métrixdnak nevezziik, még pedig a by, by, eous By
bAzisra vonatkozé métrixdnak. E szerint a bézis megvélasztisa dontd a transz-
formécié métrixdnak forméjdra.
Ezzel 4llitdisunkat bebizonyitottuk. .

A tétel szerint a példaként bemutatott T(x) = 6x transzforméciét is fel
lehet irni a linedris transzformécitk un. Altaldnos alakjdban a T(x) = A x alak-
bhan, ugyanis

T(x) = 6(E X) = (6 E) x

ahol a 6E métrixnak egy olyan diagondlis métrix felel meg, amelynek diagoné-
lis elemei 6-tal egyenldk.

Ha a T(x) = A x linedris transzforméci6ban a transzforméecié métrixa
0, zérustranszformaci6rél beszéliink,

A zérustranszformécié az L, minden vektordnak a o vektort feleltetl
meg.

Ha a T(x) transzformécié a tér minden pontjénak sajit magét felelteti

meg, egységtranszformaci6rél van 8z0,

Jelblése E(x) = x.

9. Tétel: Bérmely T line4ris transzforméfici6 a 0 vektort a o vektorba viszi
at, vagyis

Ty = o s

‘ Bizonyitds: Irjuk fel a linedris kombinfciét T(x) = A x alakban. Mivel a mét-
Tixok szorzési szabélya értelmében A o = o, ezért T(0) = 0 val6ban.,

3. Tétel: A képvektorok halmaza mindig olyan alteret alkot, amelynek dimen-

zi6ja megegyezik a transzformécié matrixénak rangjéval. i
Bizonyitds: Legyen ugyanis A a transzformécié métrixa, Ez esetben a képvek- i
torok halmaza a T(x) = A x Usszefiiggésnek eleget tevd vektorok bsszessége
lesz. Ez a halmaz pedig nem méds, mint az A oszlopvektortere. Az oszlopvek- .
tortérrdl pedig tudjuk, hogy annak dimenzi6ja megegyezik az A mitrix rangjéval,

5.9. Miiveletek linearis transzforméciokkal

A linedris transzformécidkra miiveletek is értelmezhetdk, Az adott mu
veletek teljes tsszhangban 4llnak a métrixaritmetikdban értelmezett miivelete
kel, mivel azokat azért alakitotték ki, hogy megteremtsék a linedris transzfol



méciék numerikus eszkbzét. A méatrixokkal valémiiveleti szabédlyok tartalmi
hétterét tehft a linefris transzformécidk adjdk meg. _

A lineéris transzformécitkra vonatkozé mliveleti szabdlyok definidl4sa
eldtt 4llapodjunk meg abban, hogy a L_-ben értelmezett T lineéris transzfor-
méciék 4ltaldnos egyenletében szerepld A; kvadratikus métrixok mindegyike
ugyanabban a bAzisban adott,

Ezekutdn a kiivetkezd miiveleteket definidljuk:

a) Osszeadds: A T, és a-Té lineéris transzformdeitk Ssszegén azt

2 S R Sl b

transzforméci6t értjiik, amelyre nézve bérmely x vektor esetén

T, @ + T,® = TR .

*Ha TIQ) =_él X és TZU = A_ x, akkor ezek Usszege

2

-

A x+

tl>

Osszefliggés alapjén az

alakban is irhat6. Ez pedig minden lehetséges x-re csak akkor 4llhat
fenn, ha

Ez pedig éppen azt mutatja, hogy két linedris transzforméci6 6sszegé-
hez tartozé transzformécié méitrixa egyenlG a taghoz tartoz6 métrixok dsszegé-
vel, E szerint a transzforméciék mitrixsval ugyanolyan értelmii miiveletet kell
végezniink, mint magukkal a transzformaécidkkal.

b) Skaldrral valé szorzds: A Tl line4ris transzformécié A.-szorosin
azt a -

transzformécié6t értjilk, amelyre nézve birmely x vektor esetén

i}

AT, (%) T (x)



ris transzformfcié. Mind a hdrom esetben teljesiilnek a linearitédsi feltételek.
" Ennek bizonyitdsira azonban nem tériink ki.

Az eddig tirgyalt miiveletek kettdnél tobb linedris transzformdciora is
kiterjeszthetSk. Ezekre a miiveletekre, azutdn ugyanazok a miiveleti szabdlyok
érvényesek, mint a méitrixokra, ezért ezeket sem vizsgéljuk meg részleteiben.
: - “Megemlitjiik még, hogy egy adott T transzformdéci6 esetén nem negativ
egész kitevBkre értelmezhetjiik a hatvényozést is az aldbbi elSirds szerint:

T° = E

i

s e i
T2=’I‘T
3

W i i o

1. pPélda: Tekintsiik a sikot és abban vegyiink fel egy derékszogii koordinita
rendszert. Rendeljik ezutén a sik minden x = [ Xq, x2]* vektoré-
hoz képvektorként az x tdrgyvektornak az x, tengelyre esd merd-
leges vetiiletét, ) ]

X, |
X4
o e L A RS s e G N X=
25 %
|
x |
& | "2
|
|
& o
13, 4bra

- Allapitsuk meg a transzformicié métrixit az

| e =[1 OJ* 9‘-2=[-°' 1]*

' bézisra vonatkozdan.
.. A transzformdéeiorsl kimutathaté, hogy linedris transzformicié, Ennek
megfelelden a transzformécié méatrixa:




Ao -

* § #
@ =Tyep = [1,0] 6 8, = T, =[0 01",

azaz a transzforméci6 egyenlete:

Az ilyen transzformdéci6t vetitésnek nevezziik.

2, Példa: Tekintsiik a sikot, s azon az agységvektorok 4ltal alkotott bé.zlst ]
Rendeljiik ezutén a sik minden x vektoréhoz képvektorként azt a vek-
tort, amelyet ugy nyeriink, hogy az x vektornak megfeleld pontot az
x abszolut értékével egyenld sugﬁrra.l huzott kordn egy adott < sz0g-
gel elforditjuk. -

14. 4bra

Irjuk fel a transzformécié egyenletét.

Itt is a bzisvektorokhoz tartozé képvektorokat kell el0szbr megélls

tanunk, mert ennek alapjdn mér felirhaté a transzformécié A matrixa. Ki
haté ugyanis, hogy ez a transzformicié is linedris transzformécié.



A képvektorok felirdsdban segit az aldbbi dbra:

—=>X,

15, 4bra
Ha ugyanis a bazisvektorokat elforgatjuk ¢ szbggel, akkor az dbra sze-
rint az €, vektor elforgatdsa utdn nyert vektor vizszintes koordindtéja a "cosq".

* fiiggbleges koordinit4ja meg "sing". Hasonl6 médon adédik, hogy az ey koor-
dinitai az elforgatds utén "-sin ¢ " és '"'cos p'. A transzformicié matrixa igy

cos @ - sin P
é —
sinr_p cos ¢

A transzformicio egyenlete pedig
y1 Cos¢p -8incp XI

Y, sincp cosep X,



5.3 A linearis transzformacié invarians alterei

Az L linedris tér valamely L' linedris alterét a tér T(x) linedris transzformdcioja-
ra invaridns altérnek nevezziik, ha L’ minden x elemére a T(x) is benne van az L'
altérben.

Az n elem(i vektorok terében ez azt jelenti, hogy az L’-bdl kivalasztott minden
targyvektorra a hozztartozd y=Ax is eleme L'-nek.

Kénnyi belatni, hogy a linearis transzformaciok magtere invarians alteret ké-
pez. A magtér ugyanis a targyvektortér azon x elemeinek Osszessége, amelyekre
Ax=0, azaz

M = {x/Ax = 0},

ahol az M halmaz a 4.2-ben részletezett

Osszefliggessel megadhaté s dimenzids altér. Az M -b6] minden elem képe a zé-
rusvektor, amely ugyancsak eleme az altérnek, és ez éppen az invarians sajatos-
sagra vall,

A komplex linearis térben értelmezett linearis transzformaciok elméletében je-
lentds szerepiik van az egydimenzios invarians altereknek.

Legyen L' a zérustdl kiilonbdzé x n elemd vektor 4ltal generalt altér. Mivel
az L'V alteret az x + 0 vektor szamszorosai alkotjak, ahol skalarszorzok a komp-
lex szamok, az altér felirhaté ax alakban. Az LD valodi altere az L, linearis tér-
nek és akkor invarians altér, ha Ax is eleme. Ez azt jelenti, hogy a generalé x+0
vektor skalarszorzéi kozott van olyan, amellyel szorozva az x vektort Ax ado-
dik. Ha ez a szim ¢ppen A, akkor

Ax=/x (140)

teljesiil.
A kovetkezSkben ezekkel az egydimenzids invarians altereket generald vekto-
rokkal és a hozzajuk tartozé skalarszorzékkal foglalkozunk.




5.4 Sajatérték, sajatvektor

Ha az
Ax=1x

egyenletnek valamely rogzitett J. mellett van a zérustdl kiilonbozd megolddsa, va-
gyis létezik olyan

x+0

vektor, amelyet a T(X) linedris transzformdcié a A-szorosdba visz dt, akkor a 4 szd-
mot az y = T(x) linedris transzformdcio sajdtértékének nevezziik, az egyenletet kie-
18gitd x vektort pedig a linedris transzformdcio A sajdtértékhez tartozo sajdtvekto-
ranak.

Az L,-ben értelmezett T(x) linearis transzformaciora invarians L™ egydimen-
7ids alteret generald x=0 vektor tehat sajatvektor. Mivel LV invarians altér,
azért

T(x)=Ax
esetén Axe LY, igy
Ax = iXx,

ahol az alkalmasan megvalasztott A skalar sajatérték.

33. tétel. A T(x) linedris transzformdcio sajdtértékei kozért akkor és csak akkor for-
dul elé a zérus, ha a transzformdcio mdtrixa szinguldris.

Bizonyitas. Ha A szingularis matrix, akkor K = AE — A matrix /=0 mellett szin-
gularis, igy a zérus sajatérték. Megforditva, ha =0 sajatérték, K = OE— A Osz-
szefliggés alapjan A is szingularis. Ezzel az allitast igazoltuk.

A 4. példaban A mindegyik sajatértéke zérus volt. Ennek a transzformacionak

a matrixa nilpotens matrix, amelyre A% #0, de A% =0 teljesiil. Bizonyithato, hogy
a nilpotens matrixok valamennyi sajatértéke 0.

36. tétel. A T(x) linedris transzformdcié kiilonbozé sajatértékeihez tartozé sajdt-
vektorok linedrisan fiiggetlenek.

Bizonyitas. Legyenek

Ll
Afy Aagonny Ay

a T(x) transzformacio egymastol kiilonbozd sajatértéket,
Ky Ky ooy Xy

pedig a hozzajuk tartozd sajatvektorok.

A tételt teljes indukcidval bizonyitjuk: k= 1 esetén igaz az allitas, mert a sajat-
vektor nem a nullavektor, ezért egymagaban linearisan fiiggetlen. Tegyiik fel,
hogy k—1 kiilonboz6 sajatérték esetén a sajatéertékekhez tartozo sajatvektorok
linearisan fiiggetlenek. A tovabbiakban indirekt médon bizonyitunk. Feltessziik,



hogy a k kiilonbozd sajatértékhez tartozd sajatvektorok linearisan fliggdek,
vagyis a

Eixy+Eax,+.. . +Ex, =0 (145)

linearis kombindcidban zérustol kiilénbozd skalar szorzé is van, pl. a & 1 #0. Al-
kalmazzuk a T transzformaciot a (145) ésszefiiggésre. Mivel a zérusvektort bar-
mely linearis transzformacié a zérusvektorba viszi at, ezért

Alg X + &%+ +E6.x,) = 0. (146)

Felhasznalva, hogy a T(x)=Ax transzformacié Gsszeg- és aranytartd, (146) igy
irhato

C1AX; + &, AX, +.. .+ & Ax, = 0,

illetve az
Ax;=4x; (i=1,....k)

helyettesitések utan:
CihiXy+E A X+ +E4X, = 0. (147)

Vonjuk ki ebbdl az egyenléségbdl az x; vektorok felirt linearis kombinacidjanak
/y-szorosat. A kiilonbséget a

Sy =Xy + &5 (A — Ao+ & (e — A%y = 0
osszefiiggés mutatja, ahol a feltételek szerint
E#F0 & A, -4, #0

teljesiil. Ezek szerint az x,, x,, ..., X, _, vektorok linearisan osszefiiggBek volné-
nak és igy ellentmondashoz jutottunk, ami az allitast igazolja. Ezzel a tételt
bizonyitottuk.

A tétel tehat kimondja, hogy ha egy linearis transzformacio sajatértékei mind
kiilonbozbek, akkor a hozzajuk tartozo sajatvektorok lineirisan fiiggetlenek.

8.1. Bilinearis formak

Az adott Ac.#(p, g) matrix segitségével képzett
(8.1.1) B(x,y) = x*Ay

kifejezést (ahol x€E, és y€ E,) az X és y vektorra nézve bilinedris Jormdnalk: nevezziik,
Az ismert miiveleti szabalyok értelmében a B(X,y) olyan skalart jelent, amelyn
értéke az x és az y megvalasztasatdl fiigg. Ha az y-t rdgzitjiik az E, valamely pontj
ban, akkor a B(x, y)-nak megfeleld skalar az x komponenseinek linearis fiiggvén
lesz. Eppen igy: ha az x-et rogzitjiik egy pontban, akkor a B(x, y) az y kompone
nek lesz linearis fiiggvénye. Valéjaban innen ered a bilinedris elnevezés, ami magyarul
kétszeresen linedrisat jelent. -.

A (8.1.1) alatt szerepld A matrixot az adott bilinedris forma mdtrixdnak nevezzik,
az A rangjat pedig a bilinedris forma rangjanak.

Ha példaul
2 =1 =1
A = ]




akkor a megfeleld bilinearis forma
2 —1 —1j|*
B(x,y) = [x1, %] 1 0 3 Yai-
Vs

A miveleti szabdalyok értelmében ez a

B(x,Y) = 2x;1y1— X1 Y2 — X1 Y3+ Xo 1 + 3% V5

skalaralakban is felirhato.
Ha a (8.1.1) alatt szerepld A matrix i-edik sordnak j-edik elemét a;;-vel jeloljiik,
akkor — az elbbi példa mintijara — az ott definialt biline4ris formanak a

piin
B(x,y) = 21, _Z;aijxiyj
i=1j=

skalarkifejezést feleltetjiik meg. S ha egy bilinearis forma térténetesen skalaralakban
van megadva, akkor az elmondottak alapjan kénnyen atirhatjuk a vele ekvivalens
métrixalakba is. gy pl. a

23,1 — 3% Y + 4% 1 — 3Xa Y1 + X3V
bilinearis forma ekvivalens az

2 —3 7
[x1, X2, X5] 4 0 [ ]

-3 1
matrixkifejezéssel.
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Mivel minden skaldr azonos sajit transzponaltjaval, azért a (8.1.1) alatti rela-
ci6 ekvivalens a

(8.1.2) B(x,y) = y*A*x

relacidval. Itt emlitjiik meg a szimmetrikus bilinedris forma fogalmat. Egy bilinearis
forma akkor szimmetrikus, ha a mdirixa szimmetrikus.! Ha tehat a

B(x,y) = x*Ay
bilinedris forma szimmetrikus, akkor A*=A, s igy a (8.1.2) alapjan fennall a
(8.1.3) B(x,y) = B(y, x)

Osszefiiggés.” Ha egy szimmetrikus bilinearis forma métrixa torténetesen az egység-
matrixszal egyezik meg, akkor eredményiil skalaris szorzatot nyeriink. Ha ugyanis
A=E, akkora (8.1.1) a

(8.1.4) Bix, v)— Xy

alakot olti. Ez azt jelenti, hogy a skalaris szorzat valéjaban egy specidlis szimmet-
rikus bilinedris forma. (A kovetkezd alfejezetben erre a kérdésre még visszatériink.)



8.2. Kvadratikus formak

Ha a kvadratikus
(8.2.1) B(x,y) = x*Ay

bilineéris forméban az y helyébe is az x vektort irjuk, akkor a

(8.2.2) Ox) = x*Ax = x*A*x

kifejezést nyerjik, amelyet (az x-re nézve) kovadratikus formdnak neveziink. Ha az
A =[a;;] matrix n-edrendi, akkor a megfelelé kvadratikus forma a

(8.2.3) 0(x) = 21 2; & X%
i=1j=
skaldralakban is felirhatd.
Ha példaul
A i 3 ~—1
(8"-‘4) == 3 2 b
akkor
(8.2.5) Q%) =3x8 — Xy %o+ 300 + 203 = 33+ 2oy 2y 4+ 23

Az eddigickben az A-ta nézve nem kétottiik ki a szimmetricitast.> Megemli
azonban, hogy barmely kvadratikus forma szimmetrizalhaté. Pontosabban: bar-
mely kvadratikus forméhoz egyértelmiien hozzirendelhetd egy szimmetrikus métrix.
Vilagos ugyanis, hogy '

*
x*Ax = x* A——;i %X,

3 Itt emlitjilk meg, hogy a kézikdnyvek a kvadratikus formdk definidlds4nal rendszerint cleve
kotik, hogy a kvadratikus forma matrixa szimmetrikus legyen. Mi azért tértiink el a klasszi
definiciotol, mert az optimumszamitasi feladatoknal gyakran szerepel a nemszimmetrikus eset 5



barmilyen kvadratikus matrixot is jelent az A. S mivel az

A+ A
2

matrix mar szimmetrikus, el6bbi allitasunkat ezzel igazoltuk is. Erre tamaszkodva
a kovetkezGkben feltessziik, hogy a kérdéses kvadratikus format mar eleve szimmet-
rizaltuk, vagyis azt, hogy az x*Ax formula kielégiti az A=A" kikotést. Az igy
el6ttiink allé szimmetrikus matrixot nevezziik a kvadratikus forma mdtrixdnak és
e matrix rangjat a kvadratikus forma rangjinak. A (8.2.5) alatt megadott kvadratikus
forma matrixa tehdt nem a (8.2.4) alatti matrix, hanem az ebbdl képezett

e =4 e, - al Sl
213 2 243 2 [t [T
szimmetrikus matrix.

Megjegyezziik, hogy az igy nyert szimmetrikus matrix a megfelelé kvadratikus
formara nézve a
3x5 + x5 X0+ Xy +2x3 = 3x3 + 2, x5+ 2x3

skalaralakot adja, s ez azonos a (8.2.5) alatt felirt kifejezéssel.

Az elmondottak alapjan az is belathatd, hogy a szimmetricitasi kikotésre tAmasz-
kodva, a skalaralakbdl a kvadratikus forma matrixa egyértelmiien hatarozhatd meg.
Nem ez a helyzet, ha lemondunk az A szimmetricitasardl, ekkor ugyanis a kérdéses
matrix szamtalan kiilonb6zd alakot Slthet.

Barmely Q(x) kvadratikus formara nézve

0(0) = 0*Ao = 0.

Minden kvadratikus forma felveszi tehat a 0 értéket. Mindjart megjegyezziik, hogy
ez az x=o0 ponttdl kiilonbozo helyeken is bekdvetkezhet. Annak megfelel8en azutan,
hogy a tovabbi lehetséges értékek elGjele hogyan alakul, két esetet kiilonboztetiink
meg:

a) Ha a Q(x) pozitiv értéket is, meg negativot is felvehet, akkor a Q(x)-et indefinit
kvadratikus formdnak nevezziik.
b) Egyébként definit kvadratikus formdval dllunk szemben.

Az utobbiakat ismét két csoportra lehet osztani: a pozitiv definit és a negativ
definit kvadratikus formak csoportjaba. Az els6 esetrdl akkor beszéliink, ha a kvad-
ratikus forma nem vdlik negativvd, a mésodik eset pedig akkor 4ll fenn, ha a kvadra-
tikus forma nem vdlik pozitivvd egyetlen x€E, pontban sem. A Q(x) tehat pozitiv
definit, illetve negativ definit, ha barmely x mellett teljesiil a

2(x)=0,



illetve a
O(x)=0

relacid, ahol x€E,.

Ha a Q(x) pozitiv definit kvadratikus forma csakis az x=eo pontban valik 0-va,
s igy minden egyéb pontban pozitiv értéket vesz fel, akkor szigortian pozitiv definit
kvadratikus forméanak nevezziik. Hasonlé médon definidlhatjuk a szigordan negativ
definit kvadratikus formakat is. A Q(x) szigorfian negativ definit, ha minden x=0
pontban O(x)<0.°

Bizonyos esetekben az osztalyozast kénnyen vegrehajthatjuk. Kiilondsen egy-
szer(i problémaval &llunk szemben, ha a kvadratikus forma matrixa diagonalis.
Ha ugyanis

(8.2.6) A==y A S,
akkor a definicio értelmében
(8.2.7) O(X) = Ayxi+Aax3+ ... +24,x2.

Konnyl belatni, hogy ekkor
a) a O(x) pozitiv definit, ha a diagonalis elemek kézott nincs negativ (0 lehet),
b) a Q(x) szigoriian pozitiv definit, ha minden diagondlis elem pozitiv,
¢) a Q(x) negativ definit, ha a diagonalis elemek ko6z6tt nincs pozitiv (0 lehet),
d) a Q(x) szigorian negativ definit, ha minden diagonalis elem negativ, és végiil
e) a (0Ox) indefinit, ha a diagonalis elemek kodzodtt pozitiv is talalhatoé és negativ
is talalhatd. '
A probléma akkor is konnyen eldonthet6, ha a kvadratikus forma métrixa
Gram-féle matrix. Ekkor ugyanis a kérdéses kvadratikus forma biztosan pozitiv
definit. Ha ugyanis a Q(x)=x"Ax kvadratikus formanal A= M™M, akkor ervenyes a

O(x) = x"(M'M)x = (Mx)"(Mx)

relacio, amelynek jobb oldalan az Mx vektornak az énmagaval alkotott skalaris
~szorzata all. Ezek szerint barmely x vektor mellett

0(x)=0,
azaz a Q(x) valoban pozitiv definit. Kénnyen belathaté, hogy ebben az esetben

a szigorian pozitiv definitség akkor és csakis akkor 4ll fenn, ha az M oszlopvektorai

lineArisan fliggetlenek.”

% Megemlitjilk, hogy pozitiv definit, illetve a negativ definit kifejezés helyett szoktiak hasznalni
a porzitiy szemidefinit illetve a negativ szemidefinit kifejezést is, ugyenekkor a szigortian negativ.
definit kifejezéseket egyszerlien a pozitiv definit, illetve negativ deﬁqit kifejezésekkel helyettesitik.

” A bizonyitdst az olvaséra bizzuk.

oo




Az altalanos esetben a definitség problémaja nem olyan egyszerii, mint diago-
nalis matrixoknal és a Gram-féle matrixoknal. Ezt a problémat éppen ezért a kivet-
kezo alfejezetben fogjuk részletesebben megvizsgalni. A vizsgilatot arra a szerencsés
koriilményre fogjuk alapozni, hogy barmely kvadratikus format olyan alakra lehet
transzformalni, amelyben a kvadratikus forma matrixa diagonalis alakot olt. Ezzel
kapcsolatban jegyezziik meg, hogy a kvadratikus forma métrixa természetesen éppen
ugy transzformalddik, mint a megfeleld bilinearis forma métrixa. Ha tehat egy kvad-
ratikus forma matrixa az adott bazisban A, és innen attériink a C dtmeneti matrix
meghatarozta bazisba, akkor ugyanennek a kvadratikus formanak az 0j bazisra
vonatkozd matrixat a

C*AC

szorzat szolgaltatja. A késdbbiekbdl ki fog tlinni, hogy e transzformacioval szemben
nemcsak a kvadratikus forma matrixnak a rangja marad invaridns, hanem a definit-
séggel, illetve az indefinitséggel kapcsolatos tulajdonsagok is. _

Egyébként a kvadratikus formak definit, illetve indefinit voltdval kapcsolatos
elnevezéseket szoktuk alkalmazni a kvadratikus forma matrixara is. Ilyen értelemben
beszélhetiink definit, illetve indefinit matrixokrol, tovabba pozitiv definit, illetve
negativ definit matrixokrél is, és igy tovabb.

Erdeklédésre tarthat szamot az a kérdés, milyen x pontokban valik nulliva
a pozitiv definit x*Ax kvadratikus forma.

1. térel: Ha az x*Ax kvadratikus forma pozitiv definit, akkor az x*Ax=0 egyenli-
ség akkor és csakis akkor teljesiil, ha Ax=o.

Bizonyirds: Mivel az Ax=o0 egyenldséget kielégité pontok halmaza nem maés,
~ mint az A sorvektorterének ortogonalis komplementere, azért a tételben foglalt alli-
tds tigy is megfogalmazhatd, hogy az x*Ax =0 egyenldséget kielégité pontok halmaza
megegyezik az A sorvektorterének ortogonalis komplementerével.®

S most nézziik a bizonyitast! Az allitas elsé része trivialis, hiszen Ax=o0 esetén
nyilvan igaz, hogy x*Ax=0. A masodik rész bizonyitasara tegyiik fel, hogy valamely
s vektor esetén s*As=0. Azt kell megmutatnunk, hogy ebbdl mar kovetkezik az
As=o0 egyenloség is. Mivel pozitiv definit kvadratikus formardl van szo, barmely
lehetséges y vektor és barmilyen ¢ skalar mellett teljesiilni kell az

- GrtAtE) =10,
azaz az ebbdl egyszerii atalakitas révén nyerhetd

YAy +2ty*As +1%*As = 0

8 Ez utobbi persze az A szimmetricitdsa miatt azonos az A oszlopvektor-terének ortogonilis komple-
menterével is.



relaciénak, amely az s*As=0 feltevés miatt végiil is az
YAy +2ty*As = 0

egyenldtlenségre redukalédik. Ez azonban minden y és minden ¢ mellett valéban
csak akkor allhat fenn, ha As=o.

Ezzel tételiink bizonyitasat be is fejeztiik.

Hasonlé mddon bizonyithaté a

2. tétel: Ha az x*Ax kvadratikus forma negativ definit, akkor az x*Ax=0
egyenléség akkor és csakis akkor teljesiilhet, ha Ax—=o.

Az 1. és a 2. tétel egyenes kévetkezménye az alabbi allitas.

3. tétel: Az x*AX definit kvadratikus forma akkor és csakis akkor Szigortian
definit, ha az A nemszinguldris mdtrix.

Erre az allitasra a kévetkezd alfejezetben még vissza fogunk térni.

Most néhany megjegyzést tesziink a skalaris szorzat fogalmara nézve. Emlékez-
tetiink arra, hogy a 6.1 alfejezet értelmében az (a, b) szimbélummal jelolt skalar
akkor tekinthetd az a és a b vektor skalris szorzatinak, ha eleget tesz az alabbi
eléirasoknak

a) (a,b) = (b, a)
b) (ia,b) = J(a, b)
¢) (a;+a,, b) = (a;, b)+(a,, b)
d) (a,a) =0
e) (a,a) =0« a=o,
Konnyen belathatd, hogy az
(8.2.8) (2, b) = a*Ab
formuléval értelmezett bilinearis forma, amelyben az A szigordan pozitiv definit
szimmetrikus mdtrix, kielégiti a fenti kikotéseket. Vilagos ugyanis, hogy ez esetben
a) a*Ab = b*Aa,
b) (Za)*Ab = J(a*Ab),
¢) (a;+a,)*Ab = ajAb+ajAb,
d) a*Aa =0 és

e) az A szigoru definitsége miatt az a*Aa=0 egyenlGség akkor és csakis akkor
teljestilhet, ha a=o.

A (8.2.8) alatt megadott formula tehat valéban az a és b skalaris szorzatanak
tekinthetd. Ez a formula specialis esetként a skaliris szorzainak az 1.2 alfejezet:
szerinti definicidjat is magiban foglalja. Ha ugyanis A=E, akkor a (8.2.8) az

(a,b) = a™b
képletre redukalédik. Annak ellenére azonban, hogy a skalaris szorzat fpgalma az
adott médon altalanosithato, a tovibbiakban mégis megmaradunk a skaléris szor-
zat 1. fejezetbeli definicidja mellett. Ezen némileg csak a komplex szamtestre vonat-
kozo targyaldsainkban fogunk valtoztatni.
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