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12. A modositott szimplex mddszer

Ennek a moédszernek az ismertetésénél induljunk ki az

Ax £ b,
b=0,
x =0, (12.1)
z = ¢*X - max

IV IA

alakt normal feladatbol, melynek induld tabldzata (barmelyikével is oldjuk meg az eddig
ismert mddszereknek):

x*
u A b (12.2)
—z c* 0

A fenti normél feladat kanonikus alakja:

(A, E] [ﬁ] = b,

x=0, uZz=0,
z = ¢*X — max,

melyben az egyiitthatémdtrixot az [A, E] matrix adja és a valtozokat az [x*, u*] vektor
tartalmazza. Irjuk fel ehhez a kanonikus alakii feladathoz — mint primél feladathoz —
tartoz6 induld téblizatot, mely az el6bbi tdblazat bizonyos foki kibGvitését jelenti:

) el u*
u A E b (12.3)
—z c* 0* 0

Vagyis az egyiitthatémdtrixban szerepelnek a bazisvaltozéknak megfeleld egységvektorok
is. A tablézat els§ sordnak és els oszlopénak elemei valtozok, mig a tobbi eleme allando,
adott szdm, melyek az
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A E b
Lg =
c* 0* 0

alakban is felirhatdk. Az L, métrix oszlopvektorterének trividlis bazisat a

E 0
Bo =
0* 1

métrix oszlopvektorai alkotjik. Eddigi mddszereinkkel az adott normél feladatot vgy
oldjuk meg, hogy az L, matrix

A

c*

blokkjanak néhany alkalmasan valasztott vektordt — elemi bazistranszformécidk segit-
ségével — a B, bazis megfelel§ vektorainak helyére vissziik. Ezeket a transzformacidkat
az eddigiekben a (12.2) induld tabldzat segitségével bonyolitottuk le. Természetesen ugyan-
arra az eredményre jutunk akkor is, ha a (12.3) tdbldzat alapjan végezziik szdmitdsainkat.
Bel4thaté, hogy ha ennek alapjén a szokasos médon programoznink, akkor a (12.2)
alatti tdbldzathoz viszonyitva sok felesleges munkat végeznénk.

Van azonban olyan médszer — de ez nem azonos az eddig tanultakkal —, mellyel a
(12.1) feladat megoldasa sorén altaldban kevesebbet kell szdmolnunk, mint ha a feladatot
az eddigi médszerekkel oldanank meg. Ez @ mddszer a (12.3) tdbldzatra épiil, és mddositort
szimplex médszernek nevezziik. Nézziik most meg, hogy ennek algoritmusa milyen alapok-
ra épiil!

Tegyiik fel, hogy s elemi bazistranszformacié elvégzése utén az L, métrix oszlopvektor-
terének

D 0
da* 1

bézisdhoz jutunk! Jeloljiikk L,-sel az L, matrix oszlopvektorainak az 0j bézisra vonatkozd
koordin4tait! Ekkor irhatjuk

L, =BJL, -
amibgl (12.4)
Ls = Bs— ILG.
(A B, métrix invert4lhatd, mivel kvadratikus, és oszlopvektorai bazisat alkotjék a meg-

feleld lineéris térnek.) Mivel
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D-! 0
B! =

3 3

—a*D-1 |

azért a (12.4) egyenl@ség alapjan irhatjuk:

D! o] [A E b

L, = =
—a*D~1 1] [e*r 0x 0
DA Dt D~

cF—d*D1A —d*D-1 —d*D~1h

Igy s 1épés utén a (12.3) téblézat a kivetkez6képpen alakul:

|
x* I
|
|
y DA | Dt D~ (12.5)
|
|
—z c*—d*D7!A | —d*D-! | —d*D"b
1

A tabldzat els6 sordban az x; és u; véltozok az eredeti sorrendnek megfelelden vannak,
igy az y vektor komponensei részben az x, részben az u vektor komponensei koziil keriil-
nek ki. Egyszerfien belathaté az is, hogy a [D~!A, D~?] matrixblokkban annyi egység-
vektor (oszlopvektor) szerepel, amennyi a sorainak szdma. A bézisvektorokat is ezek
koziil valasztottuk ki.

Az eddigiekben tehdt azt hatiroztuk meg, hogyan alakul a (12.3) tablazatunk s 1épés
utdn. Ezt a primal vagy a duél szimplex modszerrel is meg tudjuk hatérozni elemi bézis-
transzformaciok segitségével 1igy, hogy minden egyes 1épésnél meghatarozzuk a teljes tab-
lazatot. 4 mddositott szimplex mddszernek éppen az az alapgondolata, hogy nem kell minden
lépésnél a teljes tabldzatot kitélteni, hanem csak azokkal a vektorokkal kell térédni, ame-
lyek a bdzisvektorokbdl alkotott B, mdtrix inverzét adjik. Ezek az u* komponenseihez
tartozé oszlopvektorok, melyeket a szokdsos médon hatirozunk meg. A tablazat tobbi
elemét pedig a (12.4) egyenl8ség alapjin szdmithatjuk ki. Azonban mir most megjegyez-
ziik, hogy azok kiszdmitds4ra 4ltaldban nincs is sziikség.

A (12.4) egyenldségbdl és még jobban a (12.5) tablzatbél kitiinik, hogy az egyes lé-
pésekkel kapott tdbldzatok minden blokkja meghatdrozhato a tdbldzathoz tartozd bdzis in-
verzének és az eredeti (indulé) tdbldzat megfelelé blokkjainak segitségével. Ezekre a fel-
ismerésekre tdmaszkodva a médositott szimplex médszert a kovetkezSképpen alkalmazzuk.
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a) Felirjuk a feladat indul6 téblizatat a (12.3)-nak megfelelden:

x* g
:
u A | E b
?
—z c* ! 0* 0

b) A c* vektor pozitiv eleme feletti oszlopban a legkisebb keresztmetszetnél vélasztjuk
a general6 elemet, €s a szokdsos médon meghatérozzuk az w* komponenseihez tartozé
oszlopvektorokat:

x* u*

D—*l

-

—d*p-1

c) A (12.5) tablazat alapjin meghatdrozzuk az utolsé oszlop és utolsé sor minden
elemét. Amint lathato, ezek a D=1 és d*D~? kifejezések ismeretében kdnnyen kiszémit-
hatdk:

x* u*

D-1 D~

—z | *—@*D-YA| —d*D~!| —(d*D-Vb

]

d) Ha az igy kapott tablazat utolsé sordban nincs pozitiv elem, akkor méris az opti-
milis megolddst adé t4blazathoz jutottunk. Ha azonban az utolsé sorban van pozitiv
elem, akkor az egyik pozitiv elem feletti oszlopot is meghatirozzuk. A gyakorlatban tigy
is eljarhatunk, hogy az utolsé sor elemeinek kiszdmitdsakor az els§ pozitiv szdmnél meg-
allunk, és a szdmitdsokat a neki megfelels oszloppal folytatjuk. A szamitdgépek altaldban
ezt az elvet kovetik. Ha a k-adik oszloprél van szé, akkor a kérdéses elemeket a

D-la k
formula szolgéltatja, ahol az a, az A matrix k-adik oszlopvektora. Természetesen az is
eldfordulhat, hogy az u* vektor komponenseinek megfelel§ oszlopok egyikének utolséd

eleme lesz pozitiv. llyenkor az el6bbi képlet alkalmazésdra nincs sziikség.
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e) Az utols6 hérom lépést annyiszor megismételjiik, amig olyan tablézathoz nem ju-
tunk, amelynek utolsé sordban nincs pozitiv elem, és igy a feladat optimalis megoldésat
adja; vagy utolsd sordban van ugyan pozitiv elem, de a hozz4 tartozé oszlopban nincs
pozitiv szam, €s igy kideriil, hogy a feladatnak nincs optimélis megolddsa. Igy véges sz4-
mu lépésben mindig eljutunk a feladat optimalis megolddsdhoz.

A modositott szimplex médszer alkalmazasa kiilonosen akkor el6nyos, amikor az A
matrix oszlopainak szdma lényegesen tobb, mint sorainak a szdma. Ez a mddszer mar
feltétleniil kevesebb szdmolast igényel, mint a primél szimplex algoritmus akkor, ha az
A mitrix oszlopainak szdma legaldbb hdromszor annyi, mint sorainak szdma.

Sz&mitastechnikai szempontbdl az is elényt jelent, hogy — az u* vektor komponenseihez
tartozé oszlopokat leszAmitva — a téblizat minden sziikséges elemét az eredeti adatok-
bol az aktudlis bazis vektoraib6l 4ll6 métrix inverzének (D~1) segitségével nyerjiik. Igy

ez a modszer a hiba lehetségét is nagymértékben csdkkenti. Az inverz helyességét konnyen
ellendrizhetjitk a

DDt =E

Osszefiiggés alapjan.
Ezek utén oldjuk meg az ismertetett modszerrel a kovetkezd feladatot

X +3x; +x5+ xg = 16,

2x,4+ xy3t+xy+x; < 18,
X+ x4+ Xy +2x5 < 20,
Xyy X95 X3, X4y X5, Xg = 0,

z = (3x,+x3+3x;+ Txs+6x5+4x;) — max!

Elgszor elkészitjitk a (12.3)-nak megfelelden a feladat indulé tablazatat:

Xy Xa X3 X4 X5 Xg u Uy Uy
w |1 0 3 o 1 1! 1 o |16
U, 2 18
w1 1 0 1 21 o 1 |20

—
H
—
p—
o

Generalo elemet a célsor legnagyobb eleme, a 7-es feletti oszlopban vélasztunk. A szo-
kdsos médon csak az uy, u,, u valtozdknak megfelel§ oszlopvektorokat hatdrozzuk meg.
A tabldzat utols6 oszlopét és utolsé sorat a mér meghatarozott oszlopvektorok segitségé-
vel az eredeti adatok felhaszndlasival szdmitjuk ki. Igy kapjuk a kovetkezd tablazatot:
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* X2 X3 Xy X5 Xg : Uy uy Uz
w | 1 i1 0 0 16
xg | 0 Lo 1 0 18
w | [1] 'S =1 i 2
I
—z | 3 —13 —4 0 —1 4 10 —7 0 |—12
|

Mivel az utols6 sorban van pozitiv elem, azért ez még nem az optimélis tdbl4zat. A cél-
sor elsd eleme pozitiv, és igy a hozz4 tartozé oszlopban véalasztunk generdl6 elemet. De
ehhez a tdblézat elsé oszlopat meg kell hatdroznunk. (A t8bbi oszlopra nincs sziikség.)
Ezt a D™'a, formula értéke adja, melyet a tablazatba beirtunk, és ott a generald elemet is
jeloltiik.

Most bézisba keriil az x;-nek megfelel6 oszlopvektor. Az el8bbi eljardst megismételve
kapjuk a

X Xa X3 Xy X5 Xg : Uy Uy Uy
|
Uy B U = 14
¥ 1 Lo 1 0 18
X, —1 LB = 1 2
—z | 0 =10 = 0 2 —2, 0 —4 —3 —132
[

tabldzatot, melynél a célsor 6todik eleme pozitiv. Igy csak az 6tsdik oszlopot kell meg-
hatdrozni. Az elemi bazistranszformici6 elvégzése utdn a tdbldzat lényeges blokkjai a

kovetkez8képpen alakulnak:

|
b X3 X4 X5 Xg | u U, Uy

|
|
1 1 1

- e P gt 7
I 2 2 2
I | 1

X4 b= — = 11
8 & 2
P I I

xl | =" .= = 9
l 3 T2 13
|

— | 091 8 b 0 —1i-1 =5 —2 | —gag

|

Lathat6, hogy ez a tdblizat mar az optimélis megoldast adja. Mégpedig a prim4l fel-

adat optimalis megolddsa:

X = [9;0;0; 11; 7; 0],

zo = 146,



és a feladat dudlisinak optimalis megoldésa:

u; =[1;5; 2], wy = 146.

A mddositott szimplex moddszerrel nemcsak normal, hanem mddositott normal és A4l-
taldnos alaky feladatok is megoldhatdok. Ezek megoldasa két fazisban torténik. Az elsd
Jdzisban a masodlagos célfiiggvény szerint végezziik a programozast mindaddig, amig vagy
egy lehetséges megoldéshoz nem jutunk, vagy ki nem deriil, hogy a feladatnak nincs meg-
valosithaté megoldasa. A mdsodik fdzisra csak akkor keriil sor, ha az els8ben a feladat
egy lehetséges megoldédsat kaptuk. Utdna mar az eredeti célfiiggvény szerint végezziik a
programozast.

Az *u; valtozdhoz tartozd oszlopbdl még akkor sem vdlaszthatunk generdld elemet, ha

annak utolsé eleme pozitiv. Ugyanis az *u; valtozdk értéke a primal feladatnal zérus, mig
a dudlis feladatnal ezek elGjelktetlenek.

Példaképpen oldjuk meg az alabbi mddositott normal feladatot!

XX+ X3 +x5+x; £ 30,
Xp+2x3+ X4—X5+Xg = 26,
X4 + XyF+xy4 = 20,
X1 +Xx; +x5+x5 = 16,
Xy, X, X3, X4, X5, Xg = 0,
z = (4 + x5+ 3x3+ 2x,+ 5x;5+ 2x5) — max.

A feladat indul6 tdblazatat a (12.3)-nak megfelelGen készitjitk el azzal a kiilonbséggel,
hogy az eredeti célfiiggvény alatt a masodlagos célfiiggvényt is szerepeltetjiik.

X5 Xy b X4 X5 X u Uy *u;  Fuy

" 1 1 1 0 1 1 1 0 0 0 30
u, 0 1 2 1 —1 1 0 1 0 0 26

*uy |1 0 1 1 0 0 0 0 1 0 20

2 1 1 1 1 1 0 0 1 1 36
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Az ismertetett eljirdst a mésodlagos célfiiggvény szerint végezziik mindaddig, amig az
*u; €s *uy el nem tlinnek a bazisvéiltozok kozill. Ennek menete a kdvetkezd két tablazaton
nyomon kovethetd.

x4 X X3 Xy X5 X i u; u, *uy  Fuy
|
u, 1 1 0 0 —1 14
u 2 0 1 0 0 | 26
*14y 0 0 1 —1 4
%; 0 ) 0 0 16
|
|
—z| 0 —3 3 2 I =210 0 0 —4 |64
B s mnid i e mae e ——
0 —I1 1 1 —] —1 §0 90 1 —] 4
]
xq X, X3 Xy X5 X ! ) u,  Fu; Fuy
u, 11 0 —1 o0 | 10
Uy 0 1 —2 2 | 18
% i 0 0 1 —1 4
X, o 0 0 1 16
|
I
—z| 0 0 0 —I 4 1 00 0 =3" =1 |=7
i e S £ i A R s et el s e e e i
o 0 0 0 0 010 0 O 0 0

Amint lathaté, a tdblizat az adott feladatnak egy megvalésithaté megolddsit adja,
mivel az *u; és *u, eltiintek a bzisviltozok koziil. Igy a megoldas elsd fazisa befejez8dott.
A miésodik fazisban a masodlagos célfiiggvényt clhagyjuk, és az eredeti célfiiggvénnyel
folytatjuk tovabb a programozast. A szAmitdsok menetét a kdvetkezd tablizatok mutat-
jak:

X Xy X3 Xy X5 Xg i U Uy *uy *1y
I
uy i1 0 —1 o0 | 10
, 1 0 1 —2 2| 18
X, —1 L0 0 1 =1 4
Xy 1 10 0 0 1 16
1
—2| 0 0 0 —1 4 110 0 —3 —1 |-
I
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—z|—3 —4 0 0 0 —3)!—1 0 —2 —4|-134

|
X X, X3 X4 X5  Xg L uy Fuy  uy
I
X3 —1 P 1 0 —I 0 10
% 0 1 0 0 —I 15
Xy [1] -1 0 1 1 6
1
1
—z| 0 —4 0 3 0 —3 !—4 0 1 —1 116
I
I
Xy X, X3 Xy X5 Xe | U U *u;  *uy
3 o o o 1| 16
Uy -1 1 -1 2 8
X3 | 0 0 —i 14
Xy : —1 0 1 1 6
T
|
|
|

Az utolsé tdbldzat médr a feladat optimdlis megolddsat adja, mely a kovetkez8: xj =
=[0;0; 14; 6; 16; 0], z, = 134.

Az altalanos alaku feladatokat gy oldjuk meg, hogy eldszér médositott normal fela-
datokka alakitjuk Gket, és aztdn alkalmazzuk rdjuk az el6bb ismertetett eljérast.

Az eddigi feladatok megolddsandl a médositott szimplex médszert tigy alkalmaztuk,
hogy a primél feladat megvaldsithaté megoldasain keresztiil jutottunk el mind a primél,
mind a duél feladat optimalis megolddsihoz. Azért ezt a médszert szoké4s még mddositott
primal szimplex mddszernek is nevezni.

Ha egy feladat dualjaban normél vagy médositott norm4l alakd, akkor ennek optimalis
megoldasihoz eljuthatunk tgy is, hogy a médositott szimplex médszerrel minden 1épésnél
a dudlis feladat egy lehetséges megoldasat allitjuk el8. Természetesen ebben az esetben a
tabldzat egy oszlopa helyett egy alkalmasan vélasztott sorat kell azegyes 1épéseknél meg-
hatarozni. Eztaz eljarast nevezik még mddositott dudl szimplex mddszernek is.

Lehet§ség van arra is, hogy az emlitett két mddszert egy feladat megolddsdnak meneté-
ben felvaltva alkalmazzuk.

Az alternativ optimumokat itt is hasonl6éan kapjuk, mint az el8z8 médszereknél. Csak
a tablizat utolsé oszlopét és az alternativ megolddst meghatérozé oszlopot kell meghaté-
rozni a D matrix inverzének segitségével, mivel a tablazat utolsé sora — beleértve a cél-
fiiggvény értékét is — nem valtozik. A degeneracié kezelése is a D! alapjin torténik.

A modositott szimplex mddszer az elektronikus szdmitégépekre is kénnyen programoz-
haté.

224



Feladatok

276. Oldja meg a kovetkezd normal feladatokat médositott szimplex médszerre]!

a) x +2x34+ x4—x5< 12,

3x;+x— X3+2x4+x5 < 14,

Xis Xps X3, X4 X5 = 0,
(6x;+3x,+5x3+4x,+2x;) > max,

b) 2x,+ x+x3+3x+ x52 10,
x|+3x2+x3+2x4+4x5§ 40,
Xyy X5 X3, X4, X5 = 0,

(3%, +3x,+2x3+6x4+ 8x5) — max;

¢) x—x+x3— x,£ 16,
2x,+x,+x3+3x, £ 30,
xls x_z; x3s Xy = 0:

(2x)+ x5+ 2x3-+x,;) » max;

d) 2xi+x,+3x, + x5 = 8§,
3x—x, +2x+3x5+4x, < 12,
Xis Xps X35 Xy, X5, Xg = 0,

(3x—2x, 4 3x34 3%, +4x54 5x5) — max.

277. Oldja meg az alabbi médositott normal feladatokat modositott szimplex médszer-
rel!

a) x;+2x, —X3+x5 = 14,
X— X+ 3x3+ x4+ x5 < 11,
X1y Xgs X3, Xyy X5 ; Oa

(7%, +3x,+4x;+ 8x4+ 2x;5) — max;

b) x+3x,+ x, +x5 = 10,
2x 4%, 4 2%+ x4+ x5 < 12,

Xis Xy X35 Xy, X5 g 0’
(4x; + x4+ 2%, + x,—x;) — max;

€)X 4+2x4+ x;— x44+x5 = 14,

—X— Xp+2x3+2x,+ x5 < 18,

Xp+ X3+ xg—x5 = 8,

Xps Xzs X3, Xgy X5 = 0,
(7x;+3x,+4x;+2x,) » max;
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d) x;, + x3—2x— x5= 10,
Xo— X3+ X3+2x5 < 12,
X+ X5+ 2x34+3x4 = 16,
Xys X9y X35 X4y X5 = 0,

(2x; 4 x;—X3—X;5) — max.

278. Oldja meg a kovetkez§ altaldnos alaki feladatokat modositott szimplex modszer-
rel!

a) 3x+ x+  +xt+2x5 = 20,

Xy +2x+2%3+x0— x5 2 15,

X1 Xgy X35 Xy, X5 = 0,
(4x,+3x,+2xy+ 5x4+x;5) - max;

b) x;+x2+2x3 + X5 = 18,
2%, 4 x4+ X3+2x4+ 3x5—x = 16,
xl, x25 xj) xd! x5’ xl’i g O!

(2,4 2x, +dxy—x4+2x5—2x¢) — max;

c) X+ x, — X3+ x5= 10,
2%+ x3+ xg—2x5 = 10,
Xi+ Xp+2x3+3x+ x5 = 20,
Xis Xps X35 X4y X5 g 0:

(3x,+2x, +x3—2x,—2X5) - max;

d) 2x;— x3— X3+ x4 +x5 = 15,
2x,4+ x3+x4+ x5—xg = 10,
3xl +2x3+x4+2x5+x6§ 12,
X15 X5 X35 X4y X5, Xg = 0,

(4x; +2x5+ X3+ X5—x;) — max.

279. Oldja meg a kovetkezs feladatokat modositott szimplex modszerrel!

a) x;+2x,+x—x4+ x5 = 14,
X+ Xp—x3+x44+2x5 = 16,
Xiy X3, X3, Xg, X5 0,

(4x, -+ 2x5 + x5+ 3x4+ 6x5) = min;

1%

b) 2x,+x,+3x; +4x5+ x5 = 30,

X, + X+ 2x3+2x, 4 3x5+4x5 = 50,

Xgy Xpy X3, Xgo X5, X5 2 0,
(4x,+6x3+2x4+ x5+ 3xg) — min;
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15. A szallitasi feladat

A szallitasi probléma alapmodellje a kovetkez8 gazdaségi feladat formajaban fogalmaz-
hat6 meg.

Adott m kiilonb6z6 taroléhely, s ezek ¢, 1y, ..., 1, egységgel rendelkeznek valamely
homogén termékbdl. Adott n felvevGhely, amelyek £, f5, ..., f, mennyiségeket keresnek
a fenti termékbdl. Ismerjiik a termék egységének elszallitasi koltségét minden tdrolShely-
rél minden felvevéhelyre. Melyik téroldhelyrél mennyit széllitsunk az egyes felvevhelyek-
re, hogy a szallitdsi 6sszkoltség minimdlis legyen ?

Tegyiik fel, hogy a tarolt 6sszmennyiség megegyezik az Gsszes igénnyel, azaz

g E]

n
=31
1 j=1

A problémat matematikailag az aldbbiak szerint irhatjuk fel. Jelélje x,; azt a mennyiséget,
amelyet az i-edik tdroléhelyrél a j-edik felvevShelyre szallitanak, c;; pedig ugyanebben a
viszonylatban az egységnyi mennyiség szallitasi koltségét! Keresendd a

m n
z=Y, ¥ CyXy

i=1j=1

linedris fiiggvény minimuma a kovetkezd feltételek mellett:

qu=ﬁ (i= 1,2, ...,m),
Jj=1

‘leu =f (=12,..,n),

x;; 2 0 (minden i, j indexpérra).

Lathat6, hogy ez egy (mxn) valtozds linedris programozasi feladat, s igy szimplex
modszerrel megoldhatd, a feladat nagy mérete miatt ez viszont nagyon nehézkes. Ugyan-
akkor a szimplex t4blazat specidlis szerkezete lehet&vé teszi, hogy egy mds eljardssal, az
un. disztribiicids médszerrel oldjuk meg a feladatot.
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A disztribiicios eljaras alapjat képezd tételeket és a kiilonboz8 definiciok értelmezését
egy konkrét példan mutatjuk be. Tegyiik fel, hogy hdrom raktirban (R, R,, R,) rendre
30, 40 és 50 egység terméket tirolnak. Négy felvevhely (Fy, F,, F;, Fy) igénye 20, 16, 42
és 42 egység. Az egyes viszonylatok fajlagos széllitasi koltségét az aldbbi C matrix elemei
mutatjik:

A feladat matematikai modellje:

Xy T X2+ X3+ X4 = 30,
Xa1+Xap+ X3+ X2 = 40,
X33+ X35+ X33+ X33 = 50,

Xij = 0’ (i=192’3; j=1’2’3’4)
(8x1y+ 2% +4x,3+ x4+ Txg + 4y + 33+ 24+ 23y + 5x35 + 5x33+ 9x34) — min.

Az els6 harom egyenlet biztositja, hogy a tirolt mennyiségek elszéllitisra keriiljenek,
mig a kovetkez8 négy egyenlet szerepe a felvevShelyek igényének kielégitése,

Ha az els6 hirom egyenletet Osszeadjuk, és ebbdl kivonjuk a szaggatott vonal alatti
négy egyenlet Osszegét, akkor zérust kapunk. Ez azt jelenti, hogy a feladat feltételrendsze-
rét alkotd egyenletek koziil legalabb egy felesleges. S6t, ennél tobb is belathatd, az, hogy
a feltételrendszer barmelyik egyenlete el8allithatd a tobbi egyenlet olyan line4ris kombina-
cidjaként, ahol a szorzok mindegyike vagy +1, vagy —1. Ebbdl kivetkezik, hogy a fel-
tételrendszer egyiitthatomatrixdnak a rangja legfeljebb 6, illetve egy (m xn)-es feladatnal
m+n—1. Ugyanakkor pl. az x;;, X3, Xy3, X4, X3;, X3 valtozOk egyiitthat6ibol alkotott
oszlopvektorok linedrisan fiiggetlen rendszert alkotnak. Ez viszont azt mutatja, hogy az
egyiitthatémétrix rangja legalibb 6, illetve m+n—1. Ezekbdl pedig az kovetkezik, hogy
egy m - n-es szdllitdsi feladat egyiitthatémdtrixdnak rangja pontosan m+n—1. Igy az adott
feladatnl az egyiitthatémétrix rangja 6.
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A fentiszallitasi feladat az alabbi tablazatos forméban is felirhatd :

E

40

i

20 16 421 42| 120

Ky
CiElGIE
ol [+ 7] >

K

]

A rekeszek jobb alsé sarkdban a koltségelemek vannak. A szallitasi feladat egy lehetsé-
ges bazismegolddsa az el6z6ek szerint m+n—1 clemet tartalmaz. Ezt a lehetséges bazismeg-
oldast eldallithatjuk gy, hogy kivalasztjuk a tablizat elsé sorat, és az ebben a sorban levd
legkisebb koltségelem altal meghatarozott szallitasi viszonylatban elszallitjuk a maxi-
malis mennyiséget. Ezzel a szallitassal vagy kimeriilt az els6 téroléhely, vagy egy megren-
deld igényét teljes egészében kielégitettiik. Az ennek megfelel sort vagy oszlopot toroljiik
a tdblazatbol, és a tiblazat szélén levd kapacitdst vagy igényt csdkkentjitk az elszallitott
mennyiséggel. Ha nem a taroléhely kapacitasa meriilt ki, akkor a sor kdvetkezd legkisebb
elemével ismételjiik meg ezt a lépést. Ha a taroléhelyen nincs mar elszillithat6 termék,
akkor a kovetkezd sorra Iépiink, és ott ismételjitk meg az eljirast. Ezeket a 1épéseket foly-
tatva 1gy jutunk el az utols6 sorba, hogy minden Iépésnél legaldbb egy sort vagy oszlopot
toroltiink a tablazatbol. Az utolsé szallitdssal egyszerre meriil ki egy sor és egy oszlop ka-
pacitasa. Ezt az eljirast sorminimum-mddszernek nevezziik. A fentiekhez hasonléan ké-
szithetiink indulé tdbldzatot oszlopminimumok alapjan is (oszlopminimum-mdodszer).

A mi esetiinkben az els§ szallitast az els§ raktarbél a masodik felvevShelyre kell ird-
nyitani, 16 egységnyi mennyiségben, azaz x,, = 16. Ekkor még az els6 raktarbél el tudunk
szallitani 14 egységet a kovetkezd legkisebb koltségii helyre: x,; = 14. Ezutdn a mésodik
sorra lépiink. A végiil kialakulé tablazat a kovetkezd:

F; F, F, F,
R, n 16 B 14 7 i 30
R ] Tl 3] 40 IT 40
Ry | 20 . 5 28 - 2 5 50
20 16 42 42
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Egyszerlien beldthatd, hogy az egyes 1épésekkel meghatérozott m+n—I1 darab X;; val-
tozéhoztartoz6 m+n—1 egyiitthatévektor linedrisan fiiggetlen rendszert alkot, azaz a fenti
médon meghatdrozott x;; vdltozok a szdllitdsi feladat egy lehetséges bazismegolddsdt adjdk.

Az m-n-es szdllitdsi feladatnak mindig van olyan lehetséges bdzismegolddsa, amelynek
legfeljebb m+n—1 pozitiv komponense van.

Az is nevezetes tény, hogy ha a szallitdsi feladatban az elszallitandé mennyiségek és a
felvevGhelyek igényei egész szdmui értékek, akkor minden lehetséges bazismegoldds kom-
ponensei egész szamok. A szallitasi feladatnak ez a tulajdonsaga a gazdasagi alkalmazasok
szempontjabol igen elényds.

Mint lattuk, a széllitasi feladatnak mindig van lehetséges megold4sa. Ha azelszallitand6
mennyiségek és igények, valamint a célfiiggvény elemei véges értékek, akkor a szdllitdsi fel-
adatnak mindig van optimdlis megolddsa is.

A széllitdsi feladatot a disztribliciés mddszerrel megoldva el8szor egy lehetséges bazis-
megoldast kell el8allitani. (Pl. az ismertetett eljarassal.) Ezutédn meg kell dllapitani, hogy
ez a megoldis optimaélis-e vagy sem. Nevezziik el a tdbldzat azon rekeszeit, amelyek x;;
széllitdsokat reprezentdlnak, kotott helyeknek, a tdbldzat t6bbi rekeszét pedig szabad hely-
nek!

Rendeljiink a t4blizat minden sordhoz és oszlopihoz véltozékat! Legyenek ezek a so-
rok szerint u;, u,, ..., u,, az oszlopok szerint v,, v,, ..., v,! Hatdrozzuk meg ezeknek a
valtozOknak az értékét igy, hogy a kotott helyekre fennalljanak a

Cij == ui'l—vi

egyenletek! (Azaz dsszesen m+n—1 db egyenletiink van.)
Megmutatjuk, hogy ha egy adott lehetséges programnal minden szabad helyre teljesiil a

Cij = Ui+ vy,
atrendezve
ci—(u+v) 2 0
egyenlGtlenség, akkor ez a lehetséges program egytittal optimalis is.
Ehhez sziikségiink van még a hurok fogalmara. A hurok a disztribicids tdblidban egy olyan
zdrt poligon, amelyik egy szabad helyrél indul ki, és tigy jut oda vissza, hogy kézben a poligon
sarkain csak kotott helyek taldlhaték.

Bebizonyithatd, hogy egy lehetséges bazismegoldasban minden szabad helyhez egy és
csakis egy hurok tartozik.
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Induljunk ki a kovetkezd tablazatban talalhaté legegyszerfibb hurokbdl! (A tablazat
szélein az u; és v; valtozdkat tiintettiik fel.)

g Vi
Xik
L Cij Cik
x.'u' Xsk
Ug cu' Csk

Ha a széllitdsokban eddig nem szerepld i és j viszonylatot szeretnénk a megolddsba be-
kapcsolni, akkor ezt csak Ggy tehetjiik, hogy a kapacitdsok és igények egyensulya ne borul-
jon fel. Szallitson az i-edik raktar a j-edik megrendelSnek 1 egységnyi 4rut! Ekkor a k-
adik széllitast egy egységgel csokkenteni kell, amit viszont az s-edik szallit6 fog kompen-
zélni a j-edik megrendeld rovasara, s igy az egyensily helyreall.

Az 1ij széllitdsok:
1 xp—1; 2+ 15 x, —1.
A mddosités koltségvaltozasa:
d = cjy—cut+cy—=C,;

Az 1j széllitdsi terv jobb a réginél, ha d < 0, ugyanolyan, ha d = 0 és koltségesebb,
ha d > 0.
Végezziik el a kovetkez8 helyettesitéseket :

u;+Vk = Ciks
us+Vj = CSJ"
UstVyp = Cyy

(Léthatd, hogy éppen a kotott helyekre vonatkozé feltevést alkalmaztuk.) A rendezések
utén
d = Cij--u,-—\’j,

s innen madr lathatd, hogy 0j megoldas keresése csak akkor indokolt, ha a d > 0 feltétel
valamelyik szabad helyre nem teljesiilt.

A szémitdsokndl arra is tekintettel kell lenniink, hogy a bazisvaltozék szdma ne valtoz-
zon, azaz nem egységnyi terméket dramoltatunk végig a hurkon, hanem az x,;, és xg; koziil
a minimdlisat, az ehhez tartozd hely a transzformdaci6 utén szabad hellyé valik, mig az
x;; vektora bekeriil a bazisba, kotott hellyé valik.
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Az dbra és a hozza tartozé magyarazat hasonlé akkor is, ha a hurok nem egyszerii négy-
szdg, hanem egy bonyolultabban végighalad6 sokszdg a tdblazatban.

Bebizonyithatd, hogy a disztriblicids tdblizatban a fenti médon végrehajtott Gin. Au-
roktranszformdcid a bdzistranszformdcio megfeleldje.

Az u; és v; valtozék lényegében a taroldhelyek, illetve a felvevihelyek egyenleteihez tartozd
dudl valtozdk. A szallitasi feladat specidlis szerkezete miatt a dudl feltételek

utv; = ¢y

alakiiak. A bazisba bevont valtozékhoz tartozé dudl feltételek egyenlet forméjaban tel-
jesiilnek, azaz egy lehetséges bazismegoldasnél legalabb m+n—1 dudl feltétel teljesiil
egyenletként. Mivel egy linedris programozasi feladatnak akkor van optimélis megolddsa,
ha a primal és dual feladatnak egyarant elértiik egy lehetséges megoldasat, az optimalitdsi
kritérium a fenti feltételekbGl egyszeriien kdvetkezik.

Mintapéldédnkban az u; és v; véltozdkra a kivetkezd egyenletek irhatdk fel:

w+v, =2,
u+v; =4,
Uyt vy =2,
Uyt = 2,
Uy vy = 5,
U3 +vy=9.

Hat egyenlet van és 7 valtozd, azaz egy véltozot szabadon vélaszthatunk meg.

Altaldban is ez a helyzet: m+n—1 kotdtt valtozéhozm+n—1 egyenlet tartozik, a vél-
tozdk szdma pedig megegyezik a széllitok és megrendelSk Osszes szdmaval: m+n. Meg-
egyezés szerint ilyenkor #; = 0 értékkel inditjuk a szdmoldst.

Példankban tehdt u; =0, u, = —6, u3 =1, v, =2, v, =2, v; = 4 és v, = 8 értékek
ad6dnak. Szokds szerint ezt a disztribiiciés tdbla bal szélén és fels§ részén tiintetjiik fel:

2 2 4 8
+ —
0 16|14 1
8| [2] fafi [7]
£ % §+ ,
—6 { |40
1] fal 3l [2]
+
1 20 28 2
[2] [s] [s| [o]
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Kiszamitva a szabad helyekhez tartozé cy—(u;+v;) killonbségeket, egyediil a jobb felsg
rekesznél taldlunk negativ értéket: 7—(0+8) = —1, azaz a megoldas nem optimalis.
(A tabldzatban a pozitiv d értékeket csak eldjeliikkel jelezziik, a negativ értékeket beirjuk .
a rekeszekbe, hiszen a legnagyobb abszolt értékii negativ rekeszbél fogjuk az 4ttervezést
inditani. Az elGjelet és a negativ szimokat a rekeszek jobb felsé sarkéba irjuk be.) Errdl
a szabad helyr6l kiindul6 hurok a tiblizatban grafikusan is feltiintetett négyszog, sahurkon
végigszéllithaté mennyiség Q = 2 egység. Ezt ugy kaphatjuk meg, hogy a hurok sarkait
a szabad helyrdl kiindulva felvaltva + és — jelekkel latjuk el (annak megfelelGen, hogy oda
vagy onnan szallitunk), s a negativ jelii sarkok minimumat tudjuk az eljeleknek megfe-
lelden elszéllitani. Az 1j tdblazat:

1 |2 |4 |7
+
0 16 (12 | 2
8] [2] [a] [7]
+| +| +
—5 40
[7] [a] [3] [2]
+ +
11 20 30
2] [5] [5] [9]

A szabad helyeket megvizsgélva latjuk, hogy az optimalitaskritérium mindegyikre tel-
jesiil, azaz a tdbldzat a feladat optimalis megoldasat mutatja:

X2 = 16, x13 = 12, Xiq4 = 2, Xog = 40, x_“ = 20, X33 = 30,

a tobbi valtozo értéke zérus. A célfiiggvény értéke, azaz a minimalis Osszkoltség a tdblizat
alapjan 16 - 2412 - 442 - 7440 - 2420 - 2430 - 5 = 364.

Egyetlen huroktranszformiciéval eljutottunk az optimalis megoldashoz. Ha azonban
ez a tablazat nem adna optimalis megold4st, akkor a huroktranszforméciét — a megfeleld
szabad hely bdzisba vondsdval — tovabb kellene folytatni mindaddig, mig optimélis tib-
l4zathoz nem jutunk. Az optimaélis megold4shoz mindig eljuthatunk véges szdmu hurok-
transzformacioval.

Megjegyezziik, hogy a gyakorlatban célszer(i az optimumhoz elég ,kozeli” bazismeg-
oldasbdl kiindulni, hogy minél kevesebb transzformiciéra legyen sziikség. Az ismertetett
modszerrel ,,szerencsénk” volt. Vannak azonban bizonyitottan j6 indulé megoldést
szolgaltaté mddszerek, pl. Vogel és Korda médszere vagy a Habr-modszer, ezek ismerteté-
sétdl azonban itt eltekintiink, részletes leirdsuk linedris programozéssal foglalkozé tan-
konyvekben, illetve kézikonyvekben megtalalhat, pl. Varga Jozsef: Gyakorlati programo-
zés c. konyvében, 1. Irodalomjegyzék.
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Tudjuk azt, hogy egy linedris programozasi feladat akkor degenerdit, ha bazisvaltozdi
koziil legaldbb egy nulla értéket vesz fel.

Ez a szallitdsi feladatnal kétféleképpen jelentkezhet :

— az els6 lehetséges bazismegoldas kijelélésekor legalabb kétszer alakul ki olyan eset,
amikor egyetlen bazisvektor meghatdrozasa sordn két vonalat torélhetiink egyszerre,

— a huroktranszformacidk valamelyikénél a negativ rekeszek alapjan kijelolt minimalis
szallitdsi mennyiség a hurok legaldbb két csicspontjan egyenld.

Az elsé esetben egy olyan szabad helyhez tartozé véltozét vonunk be a bazisba 0 szalli-
tasi értékkel, amelyikhez a tdblidzatban nem taldlhaté hurok. (Természetesen nem feltét-
leniil egyetlen zérus értékil valtozdérdl van szd: a bazisvaltozdk szamat m+n—I1-re kell
novelniink.) A masodik esetben az egyforma értéki sarkok koziil egyet — és csakis egyet —
torliink a tablizatban a kotott helyek koziil, a mésik (t6bbi) széllitas értéke 0 lesz, mikdz-
ben valtozdja bekeriil a bazisba.

A degeneracid kezelésére tekintsiik a kovetkezé feladatot :

F, |F, |F, |F,

R | 6 24 30
5 5 [

R 2 |2
| o] [6] 2] [4]

R| 12 | 6 18

B

2

[7] 3]

18 6 |24 |22

Ha a tiblazatban lithat6é indulé megoldast jeloltiik ki, ebben csak 5 kotott hely taldl-
haté 6 helyett. Széllitsunk O egységet a mésodik raktirbdl a harmadik felvevShelyre,
majd nézzilk meg, hogy a megoldas optimélis-e?

3 4 1 3
—2 —1
0| 6--r1 |24
[3][2| 1] [3]
! !
Y Bt
1o ! o |2
9li]6 I? i
Ll
+| o+
1 |12 |6
[a] [5] [7] [s]
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A d = —2 értékll rekeszbdl inditott hurkon 6 egységet szallithatunk, ez azonban két
sarkon is megtaldlhatd. Hagyjuk benn a bézisban a kisebb kéltségelemhez tartozé vek-
tort!

0 0 |6 |24 | —1
[3] [2] [1] i[2]

| |

1 (.

1 0 |22
[o] [6] [2] [a]

1 R L
1 18

[4] [5] [7] [s]

Ez a tablazat nem ad optimalis megoldést. A huroktranszforméci6 uténi 1j tdblazat:

3 2 1 2

0 0 6 2 P2

]

[1] [2]
+HH +
1 22
[o] [e] [2] [4]
H o+ o+
1| 18

[4] [s] [7] [s]

Ez az optimdlis bdzismegoldds degenerdlt: x; = 0, x;3 =6, X3 =2, x4 = 22, Xp3 =
22, x3; = 18 a bazisvaltozdk (szallitdsok) értékei.

Amennyiben az optimélis téblizatban van olyan szabad hely, amelyhez tartozé c,;—
—(u;+v;) = 0, akkor ezen szabad helynek a programba vonaséval a szallitasi 6sszkoltség
véltozatlan marad, de 1j szallitasi terv adodhat. llyenkor a szdllitdsi feladatnak alternativ
optimuma van, amelyet huroktranszforméciéval hatirozunk meg. Az alternativ optimu-
mok bérmely konvex linedris kombinaciéi is optimalis megoldést adnak, de itt mar nincs
biztositva az x;; véltozék egészértékiisége.

Ha a feladatban nincs biztositva a kapacitdsok és igények egyensiilya, akkor két eset
lehetséges: a raktdrak folos kapacitdsokkal rendelkeznek, vagy az igénylék tilkeresletet
teremtettek. Mindkét esetet konnyen vissza tudjuk vezetni az egyensilyi feladatra. Ha
tilkindlat van, akkor fiktiv igényl6t iktatunk be, akik ,.felszivjdk™ a felesleget, tilkereslet
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esetén pedig egy fiktiv raktdr ,,biztositja™ a hidnyzé mennyiséget. A fiktiv taroléhelyrdl
vagy a fiktiv igényl6hoz értelemszeriien ,,ingyen”, ¢;; = 0 értékkel torténnek a szallitisok.
Az optimalis tdbldzat értelmezésekor természetesen figyelembe kell venniink azt, hogy
a fiktiv soron vagy oszlopon szallitandd mennyiségek csak a folosleg vagy hidny szétosz-
tasat veégezték el.

Megeshet az is, hogy bizonyos viszonylatokban nem lehetséges a szdllitds (kapesolat
hidnya, ttviszonyok stb.). Ezt tdblazatunkban ugy jelezziik, hogy 1Un. tiltétarifikat ik-
tatunk be: az adott viszonylatban egy ,,végtelen nagy” koltséggel tessziik lehetetlenné,
hogy a minimumra téré célfiiggvény ezt a szallitdsi tvonalat aktivizélja. A tiltétarifds
feladat azonban mér nem feltétleniil rendelkezik mindazokkal az elényos tulajdonsédgokkal,
amelyek a véges problémakndl bizonyitottak, példdul mar az sem biztos, hogy lechet-
séges bazismegolddst el6 tudunk Ailitani.

Feladatok

321. Hatarozzon meg egy lehetséges bazismegoldast az alabbi tdblizatokkal adott szal-
litasi feladatoknal! Azt is mondja meg, hogy mennyi a szallitdsi Osszkoltség!

a)
F, | F | B | K
R, 45
[7] [3 5] I3
R 50
iEEPENnED
Ry 65

[5] [o] [a] [3]

40 40 | 40 |40 160
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322. Valamelyik kozelitd modszer segitségével hatirozza meg az alabbi szallitasi feladatok
—— egy-egy lehetséges bazismegold4sit! Majd mondja meg, hogy mely szabad helyek-
nek megfeleld vektorok bazisba vonaséval javithaté a program!

& R
F, |F, | F; |F{
7 N N N B it
// & o [3] [7
R, 12 H 7 A
o [5] [7][4 = 2222
e E T gaes
11 |13 |45 |21 | 60
5
N A 3R
341
A 2

291



12

23

F,

[7]

R

5

11

Fy

4]

4]

11

[6 |

1]

5] [3]

11

F,

9]
5]
B

11

c)

FIN SR CEC
TE e e
TEEE .
T T

R,

292
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' 323, Oldja meg a kovetkezd szallitasi feladatokat! Irja fel az optimélis megoldést mutaté
~___disztriblcids tablizatot és hatdrozza meg a szallitdsi osszkdltséget!
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354. Hatirozza meg, hogy az aldbbi 4llitdsok koziil melyik igaz és melyik hamis! (Véla-
. szét indokolja meg!)
vt a) Az m . n-es szllitasi feladatnak mindig 1étezik olyan lehetséges megoldésa, mely
(m+n—1)-nél tobb pozitiv elemet tartalmaz. Je ve've & nedvm naiding nzw =
¢ b) Egy széllitasi feladat optimélis megoldasa nem véltozik, ha a fajlagos szallitasi
koltségeket kétszeresére noveljiik.
¢) Minden 5 - 10-es széllitdsi feladatnak van olyan lehetséges megoldésa, amely
50 pozitiv elemet tartalmaz.
d) Egy 79 -es szallitasi feladatnak mindig van olyan optimélis megoldésa, amely
15 pozitiv elemet tartalmaz. T49-1 =15 o led w
e) Ha egy széllitasi feladatnak van olyan optimélis megoldédsa, amely degeneralt,
akkor a feladatnak van alternativ optimuma is.
f) Egy 10 -15-8s szallitasi feladatnak mindig létezik olyan optimélis megoldasa,
amely legfeljebb 24 pozitiv elemet tartalmaz. W n Aud Q’w?ﬂ“} 4
Y g) Ha egy 8 - 13-as szallit4si feladatnak van olyan optimalis megoldésa, mely 20-nél
kevesebb pozitiv elemet tartalmaz, akkor a feladatnak alternativ optimuma van. ’f e
\[L—-/D’Ha egy klasszikus szallitdsi feladat optimalis megold4sa degenerélt, akkor lehet

ol g

>

olyan igényl8, amelyhez a program szerint nem torténik szallitds, o ey«l?,uu- A2t fﬂﬁc"
ﬂ/ i) Létezik olyan 8 - 12-es szallit4si feladat, melynek optimélis megoldisa pontosan Pl
. 9 pozitiv elemet tartalmaz. Lospllod 2L RRu atd srsilidy, - |
A j) Létezik olyan 7 - 1l-es szallitasi feladat, amelynek optimélis megolddsa ponto-
e san 12 pozitiv elemet tartalmaz.

k) A szallitasi feladat egyiitthatématrixa nemszinguldris.
& 1) Az m+n egyenlettel jellemezhet§ klasszikus szallitdsi feladatban a kotstt
helyekhez tartozé u;+v; = ¢;; feltételekbdl 4116 egyenletrendszer szabadsdgfoka :
f egy.
m) Minden hurok péros sz4m elemet tartalmaz.
A n) Ha egy széllitési feladatnak tébb optimélis megoldé4sa van, akkor van olyan opti-
mélis megoldasa is, amelynek nem minden elemeegészszim. fonvir bom- fud -
ﬁ, o) Ha egy m - n-es szillitdsi feladatnak tobb optim4lis megolddsa létezik, akkor gﬂu%‘
van olyan optimélis megoldésa is, amelynek legaldbb (m+n—1) pozitiv eleme van, JH!"J
) — b pdolln ¥ 28 o A2
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